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PRACTICE

ABSTRAKT

Prispevok sa zaobera bodovym odhadom parametra n binomického rozdelenia.
V porovnani so Standardnym pristupom, v ktorom sa na jeho odhad pouziva
vyberovy podiel, bayesovsky pristup zohfadiuje aj iné dostupné informécie
o skimanom probléme. Na bodovy odhad podielu sa v bayesovskej Statistike vyuziva
konjugovany systém binomické/beta.

V prispevku sa ako kritérium kvality bodového odhadu pouZiva stredna kvadraticka
chyba. Ukazali sme, Ze sa prostrednictvom vhodnej volby parametrov apriérneho
rozdelenia vzdy d& njst taky interval, na ktorom je stredna kvadratickd chyba
bayesovského bodového odhadu menSia ako stredna kvadraticka chyba klasického
bodového odhadu. Navrhli sme algoritmus na stanovenie bayesovského odhadu na
vopred stanovenom intervale.

ABSTRACT

The article deals with the point estimation of binomial proportion. In comparison with
the classical approach, bayesian approach takes into account another source of
information about the problem. In bayesian statistics, the conjugated family
binomial/beta is used for the proportion”s estimation.

In the article, the mean square error was used as the estimation’s criterion of quality.
We proved, that if prior parameters” values are appropriately determined, there exists
interval, within which the bayesian point estimation has smaller mean square error
than the classical one. We designed algorithm for evaluating the bayesian point
estimation.
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bodovy odhad, bayesovsky pristup, apriorne rozdelenie, konjugovany systém,
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1. UVOD
V ekonomickej praxi je mimoriadne doblezité vediet €o najpresnejSie predvidat
kvantitativny rozmer ekonomickych javov, aby sme vedeli stanovit optimalnu
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stratégiu pre akukolvek ¢€innost. Odhad podielu Statistickych jednotiek s urcitou
vlastnostou nie je len abstraktnou matematickou kategériou, ale ma aj mnohé
konkrétne ekonomické podoby. Napriklad podiel nekvalitnych vyrobkov z produkcie
vyrobenej na novej vyrobnej linke moéze byt rozhodujucim kritériom na posudenie
vhodnosti ndkupu takejto vyrobnej linky, ale aj na stanovenie dodato¢nych zaruk pre
spotrebitefla nad Standardny ramec vyplyvajuci zo zékona. Alebo podiel
nespokojnych zakaznikov ztych, ktori si kuapili konkrétny produkt, méze byt
podkladom na zmenu parametrov produktu, pripadne servisu spojeného s kupou
produktu. Uvedené priklady maju isté spolo¢né Ccrty: sledovany podiel sa neda
presne vypocitat (okrem iného preto, Zze by sme museli zapocitat aj buducich
klientov alebo vyrobky, ktoré sa eSte len buda vyrabat), méZeme ho len odhadnut na
zéklade udajov, ktoré ziskame z reprezentativnej vzorky — vyberového suboru.
Pomocou metod Statistickej indukcie sa da sledovany podiel pomerne jednoducho
odhadnut jednym ¢&islom — bodom alebo intervalom svopred zvolenou
spolahlivostou. Je zrejmé, Ze aj ked ide o (relativne malé) Cislo z intervalu (0;1), aj
nepatrna nepresnost vijeho odhade mdéze mat vyrazny vplyv na vysledny
ekonomicky efekt. PoCet vyrobkov sa méze pocitat na statisice, poCet zakaznikov
v desiatkach tisic, takZze nepresnost pri odhade podielu ¢o len o jednu stotinu modZze
absolutne pocty posunut o tisicky alebo stovky. A to eSte nebol zapocitany finanény
efekt jednotlivych javov. Presny odhad podielu je teda klfu€ovou otadzkou pri rieSeni
roznych ekonomickych uloh a je potrebné venovat mu adekvatnu pozornost. N&s
prispevok sa zaoberd najma teoretickym aspektom rieSenia nastoleného problému,
pricom z naSich zisteni rezultuje navrh konkrétneho algoritmu na stanovenie
kvalitného bodového odhadu uvedeného parametra.

2. VLASTNOSTI BODOVEHO ODHADU A ICH VZAJOMNA SUVISLOST
Bodovym odhadom nezndmeho parametra © rozumieme takd vyberovua

charakteristiku U, , ktor& ma isté pozadované vlastnosti. Okrem neskreslenosti,
konzistentnosti a vydatnosti, ktoré sa povazuju za ,Standardné“ asu uvedené
v kazdej u€ebnici Statistiky, sa pri podrobnejSich analyzach zvy€ajne pozaduju este aj
postacujucost a robustnost [10]. My sme sa zaoberali prvou atretou z tychto
vlastnosti, pretoze su najdélezitejSie aistym spésobom prepojené, pricom téato
suvislost' v praxi nie vzdy zaru€uje pozitivny efekt. Uvedieme najskor definicie tychto
vlastnosti.

Vyberovu charakteristiku U, povazujeme za neskresleny odhad parametra @, ak
plati: E(U,)=0 (stredna hodnota vyberovej Statistiky sa rovna odhadovanému
parametru).

Vyberovu charakteristiku U, povazujeme za vydatny odhad parametra ®, ak ma
spomedzi vSetkych neskreslenych odhadov najmensi rozptyl.

Neskreslenost je teda nevyhnutnou podmienkou pre vydatnost. To znamena, Ze
ak je bodovy odhad ¢€o len nepatrne skresleny, automaticky neméze byt ani
vydatnym odhadom. Takéto prepojenie dvoch uvedenych vlastnosti vSak moze viest
k uprednostneniu  charakteristiky =~ s neimerne  vefkou  variabilitou  pred
charakteristikou, ktora je sice nepatrne skreslend, ale vzhfadom na mald variabilitu
moézu vSetky jej hodnoty byt blizSie k skuto¢nej hodnote odhadovaného parametra
ako u preferovanej charakteristiky.
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Na eliminaciu moznosti nastania opisanej situacie je rozumné vziat do Gvahy
obidve uvazované vlastnosti a za optimalny bodovy odhad povazovat taky, ktory nie
je privefmi skresleny a su¢asne nema privelkd variabilitu. Takto vofne formulovanu
pozZiadavku presnejSie vyjadruje stredna kvadraticka chyba odhadu (mean square
error), ktora je suctom rozptylu a druhej mocniny skreslenia uvazovaného odhadu:

MSE(U,)=E|©-U, }}|=DU,)+A2. @)

V uvedenom vzorci D(U,) oznaCuje rozptyl charakteristiky, ktord je bodovym

odhadom, a A,=EU,)-0© oznaduje skreslenie odhadu. Za lepsi odhad
povazujeme ten, ktory ma nizsSiu kvadraticku chybu.

Nasim ciefom je teda najst taky bayesovsky bodovy odhad parametra z , ktorého
strednd kvadraticka chyba je menSia ako stredna kvadratickd chyba klasického
bodového odhadu.

3. PRINCIP BAYESOVSKEJ STATISTIKY

Bayesovska Statistika predstavuje alternativny pristup k rieSeniu problémov
Statistickej indukcie. V porovnani s klasickym pristupom berie do Gvahy popri tdajoch
z vyberového suboru aj dalSi druh informacie, ktord pochadza zinych zdrojov
(z predchadzajacich zistovani, podobnych prieskumov, dlhodobych skidsenosti
erudovanych odbornikov atd.). Nazov apriorna informécia suvisi s tym, Ze ju mame
k dispozicii spravidla eSte pred samotnym vyberovym zistovanim.

Z matematického hfadiska je bayesovska Statistika o nie€o komplikovanejSia ako
klasicka induktivna Statistika. Odhadovany parameter sa totiz povaZzuje za ndhodnu
premennu, ¢o si vyZzaduje o nieCo vySSiu mieru abstraktného myslenia ako pri
klasickom pristupe, v ktorom sa odhadovany parameter povazuje za jedno cislo.
Rozdelenie uvazovanej nahodnej premennej sa aktualizuje vplyvom U(dajov
z vyberového suboru.

Apriornu predstavu o odhadovanom parametri modelujeme pomocou apriérneho
rozdelenia. Zapracovanie uGdajov z vyberového zistovania vedie k tzv.
aposteriornemu rozdeleniu, ktoré je podkladom na induktivne zavery.

Bayesovska induktivna Statistika vychaddza z Bayesovej vety o podmienenegj
pravdepodobnosti. Popri diskrétnej verzii sa ¢asto uvadza spojita verzia:

~ f(x]9) fe(0)
f®(9‘x)_.[f(x\ 6)- f,(6)do’ @

(S}

v ktorej
fo (0) oznacuje apriornu hustotu odhadovaného parametra ©,

f®(t9 ‘ X) oznacuje aposteriornu hustotu parametra @,

f(x‘ 9) je funkcia vierohodnosti.
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Na odvodenie réznych pravidiel a vztahov v bayesovskej Statistike sa viac vyuziva
zjednoduSeny tvar, v ktorom je vztah rovnosti nahradeny vztahom proporcionality

(=)
fo (0] X)oc (x| 0)- £6(0), @)

ktory jednoduchSie a nazornejSie ukazuje savislosti medzi uvedenymi rozdeleniami —
v aposteriornej hustote st obsiahnuté obidve informacie, na zaklade ktorych bola
vytvorend: apridrna informacia, reprezentovana apriérnou hustotou, a uUdaje
pochadzajuce z nahodného vyberu, reprezentované funkciou vierohodnosti.

Ak je apriorne rozdelenie a aposteriorne rozdelenie rovnakého typu, hovorime, Ze
tvoria konjugované rozdelenie k rozdeleniu, z ktorého pochadza nahodny vyber.
Vyuzitie konjugovanych systémov hustét ([3], [10], [11]) umoZfiuje pomerne
jednoduché stanovenie hodnét parametrov aposteriorneho rozdelenia, pretoze
existuju odvodené vzorce, do ktorych staci dosadit parametre apriérneho rozdelenia
a hodnoty niektorych vyberovych charakteristik.

Medzi najznamejSie a najCastejSie vyuzivané konjugované systémy patria tieto
(v ndzve je ako prvé uvedené rozdelenie, z ktorého pochadza nahodny vyber, druhé
je apriérne, resp. aposteriorne rozdelenie odhadovaného parametra):
binomické/beta, Poissonovo/gama a normalne/normalne.

Bodovym odhadom parametra ©® je niektora charakteristika aposteriorneho
rozdelenia — najCastejSie je to jeho stredna hodnota, niekedy sa vSak na odhad
pouziva median, pripadne modus aposteriorneho rozdelenia (konkrétny vyber
charakteristiky zavisi od tzv. stratovej funkcie [11], [14]).

V prispevku sme sa venovali prvému z uvedenych konjugovanych systémov,
pretoZze ten sa pouziva na odhad parametra n binomického (alternativheho)
rozdelenia.

4. BAYESOVSKY ODHAD PODIELU S VYUZITIM STREDNEJ KVADRATICKEJ
CHYBY ODHADU

V dalSom texte budeme vyuzivat symboliku zodpovedajucu konjugovanému
systéemu binomické/beta — namiesto vSeobecného oznacenia parametra ® budeme
pouzivat symbol =.

Najskor uvedieme zakladné poznatky o danom konjugovanom systéme (vzorce,
ktoré platia pre uvedeny konjugovany systém, su odvodené napriklad v [3], [7], [11]):

Ak vyber pochéadza z binomického rozdelenia (X =~ Bi(n;7)) s odhadovanym

parametrom w, pri€om apriorne rozdelenie tohto parametra je rozdelenie beta
s parametrami a,b (7 = Be(a;b)), tak aposteriérne rozdelenie parametra = je tiez

beta rozdelenie s parametrami @',b" (7 /x ~ Be(a’;b")), pre ktoré platia vztahy

a'=a+x, (4)
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b’=b+n-x, (5)

kde n oznacuje rozsah vyberového suboru a x je poc€et pokusov, v ktorych
nastala uvazovana udalost. Zakladné charakteristiky (apriérneho) rozdelenia beta su
dané vztahmi

a
E(7) Y (6)
ab
P = aib@rbeD) (7)

Potom pre strednu hodnotu aposteriérneho rozdelenia plati

a+ X a+ X
( ) a+x+b+n—-x a+b+n’ (8)

Tento vztah je bayesovskym bodovym odhadom podielu = v zakladnom subore

A
(oznalujeme ).

KedZe v prispevku porovndvame kvalitu klasického a bayesovského odhadu,
pripomenieme niektoré vztahy, ktoré sa tykaju klasického bodového odhadu podielu
n v zakladnom subore, ktorym je vyberovy podiel p. Pre tlto vyberova charakteristiku
plati

E(p)=7, 9)

7-(1—7)

D(p) = (10)

Ako sme uZ uviedli, ako kritérium porovnania odhadov sme stanovili stredna
kvadraticka chybu. Pre klasicky odhad — vyberovy podiel p — sa rovna rozptylu tejto
charakteristiky, pretoZe tento odhad je neskresleny, takze druhy sc&itanec vo vztahu
(1) ma hodnotu 0:

r-1-7
MSE(p) = D(p) = Z 7). a1
7 7 7 N a + X 7
Stredn& hodnota bayesovského bodového odhadu 78 =m ma tvar
A a+Xx a+nrz
E(zeg)=E =
(7s) (a+b+nj a+b+n’ (12)

z ktorého je zrejmé, Ze ide o skresleny odhad, pretoZze vyraz sa nerovna
odhadovanému parametru .
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A

Rozptyl premennej 7z mozno vyjadrit’ takto:

D(%B):D( arx j L [p@+DW)=

atb+n) (a+b+n)?
1 nz(l- )
- O+nzl-r)=— )
(a+b+n)? ( =) (a+b+n)?" (13)
KedZe pre kladné Cisla a,b plati
nz(l-r rl-r
d-7) d-7) 14

@@+b+m? =~ n

bayesovsky bodovy odhad mé& mensi rozptyl ako klasicky bodovy odhad.
Pomocou vztahov (12) a (13) mozno vyjadrit strednd kvadraticki chybu

bayesovského odhadu 75 takto:

A onz(l-7) a+nz  \'  nz(l-x) (a—(am)ﬂj2
IVISE(”B)_(a+b+n)2Jr(a+b+n ﬂ) _(a+b+n)2Jr atb+n ) I

Zaoberali sme sa hfadanim takych okolnosti, za ktorych je tato veli€ina menSia
ako stredn& kvadraticka chyba vyberového podielu (klasického bodového odhadu),
teda za ktorych je bayesovsky bodovy odhad podielu kvalitnejSi ako klasicky.
Stanovenu poziadavku mozno formélne vyjadrit v tvare

MSE(;;'B) < MSE(p), (16)
resp.

nz(l-7) _|_(a—(a+b)7zj2 7-(1-7) an
< .

(a+b+n)? a+b+n n

Ako vidime, vo vztahu je viacero premennych, ktorych hodnoty mézu zarucit’ jeho
platnost. My sme sa sustredili na najdenie podmienok pre parametre a,b apriérneho

v

Modelovanie apridrnej predstavy o odhadovanom parametri ©1 pomocou beta
rozdelenia nie je také jednoduché, ako to vyzera na prvy pohlad (toto rozdelenie je
mimoriadne flexibilné, ¢o je na jednej strane vyhodné, ale na druhej strane aj
nepatrnd zmena hodnoty niektorého parametra méze dost vyrazne zmenit jeho
podobu). Ak by sme presne poznali stredni hodnotu arozptyl tohto rozdelenia,
rieSenim sastavy dvoch rovnic o dvoch neznamych (vztahy (6) a (7)) by sme bez
problémov mohli vypocitat hodnoty jeho parametrov. Spravidla vieme pomerne
presne navrhnut strednd hodnotu, ale predstava o variabilite uz nie je taka jasna.
Pritom existuje nekonecény pocet dvojic a,b, ktoré vedu k rovnakej strednej hodnote
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apriorneho rozdelenia beta, ale variabilita kazdého z tychto rozdeleni je ina. Pokusili
sme sa ndjst’ optimélne z nich.

Najskoér sme zistovali, €i vbbec existuje nejaké apridrne rozdelenie, pri ktorom je

nerovnost (17) splnend. Ukazalo sa, Ze ak by sme si zvolili parametre 4@, b tak, aby
sa strednd hodnota apriorneho rozdelenia rovnala hodnote odhadovaného

——=r=>b=—-a : -
parametra m (" ) nerovnost by platila:
2
LS 3 3
MSE(7s) = ”Za 2N N :nza—m:nn(rq?:nﬂf,ﬂ):
(a+*—a+n)2 a+——a+n (7+n)2 (a+n71') n2(7+7z_)2
T T T n
_al-mn) 7 z(l-7)
a n T a < —— pre kladné hodnoty @, N,
(& +7)? n

Samozrejme, podmienka, podla ktorej apridrna stredna hodnota sa priamo rovna
odhadovanému parametru, je Cisto teoreticka, stacila nAm vSak na potvrdenie faktu,
Ze apriorne rozdelenie s poZzadovanou vlastnostou vzdy existuje.

NasSe dalSie uvahy suaviseli s hfadanim takych apriérnych rozdeleni, ktoré (popri
splneni poZadovanej nerovnosti) mali strednt hodnotu odliSnu od .

Kvoli jednoduchsim odvodeniam sme namiesto dvojice parametrov a, b pracovali
S premennymi

a
5= a+b (stredna hodnota apriorneho rozdelenia),

a
ng (tento parameter je nepriamo Umerny rozptylu apriérneho rozdelenia).

Pri tomto oznaceni plati:

a=gQs (18)
b=qg-gs (19)
a+b=q, (20)

Premenné S, dosadime do nerovnosti (17):

2
nz(l—7) +(QS—Q7Z'j _ 71— 7) o

(q + n)? q+n n
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Po niekolkych jednoduchych Gpravach nerovnosti dostaneme vyjadrenie

+2n
(s-m)° < ml-m)- 2L, (22)
ktoré mbézeme zapisat aj v tvare
+2n
|s— 7| < \/7[(1—7?)- g t (23)

Posledna nerovnost nazorne ukazuje, Ze pozadovana podmienka (17) je splnena
pre také apridrne rozdelenia, ktorych stredna hodnota s lezi v intervale

{7[—\/7[(1—7[)-q:]_qzn;ﬁ+\/7z(1—7r)-q:q2n]_ (24)

Ak by sme namiesto nerovnosti (21) upravovali rovnost, vysledkom by boli krajné
body uvedeného intervalu, v ktorych sa stredné kvadratické chyby oboch odhadov
(klasického a bayesovského) rovnaju.

Ziskali sme tak urcitt predstavu o jednom (transformovanom) parametri s
apriérneho rozdelenia.

Z uvaZovanej rovnice mozno vyjadrit aj premennu Q:

_ 2nz(l— 1)
ns—z)° -z(l—-x)°

(25)

Tato rovnost plati na hraniciach intervalu (24), teda v pripade, Ze sa stredné
kvadratické chyby oboch odhadov rovnaja.

Poznanie suvislosti medzi vSetkymi premennymi nam umoznilo najst pomerne
jednoduchy algoritmus na urCenie bayesovského bodového odhadu na zaklade
jednoduchej apriérnej predstavy a vyberovych udajov.

5. POSTUP VYPOCTU BAYESOVSKEHO BODOVEHO ODHADU

Ako sme uz uviedli, apriorne predstavy o odhadovanom parametri © byvaju ¢asto
problematické z hladiska variability. Ovela jednoduchSie je predstavit si interval,
v ktorom hfadany parameter ,urcite” lezi. NaSim ciefom je dosiahnut, aby cely tento
interval bol pokryty intervalom, na ktorom je bayesovsky bodovy odhad lepsi ako
klasicky.

Ak teda (apriérne) predpokladame, Ze hladany parameter n lezi v nejakom
intervale (7, Tmax )» DUdeme stred tohto intervalu povazovat za strednd hodnotu s
apridrneho rozdelenia.

10
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Dalej vygislime hodnotu g zo vztahu (25), do ktorého za n dosadime aktualny
rozsah vyberového suboru a za 7z jednu z hranic intervalu (7, , 7T ) — tU, ktora je

vzdialenejSia od stredu intervalu (0;1) (dévod takejto volby je obsahom dalSej Casti).
Tak bude apridrne rozdelenie jednoznacne definované a na urCenie bayesovského
bodového odhadu mozZno pouzit' vztah (8).

Nacrtnuty postup mozno realizovat' v tychto krokoch:
1. Na zaklade apriérnej predstavy stanovime interval (7 pin s 7 max )-

vz p . 2 . 7 min + 7 max
2. Vypocitame strednu hodnotu apriérneho rozdelenia: S :#

2nz(l—r)
n(z-s)? -z(l-x)

za n dosadime ta hranicu intervalu (7 nins Tmax ), Ktora je vzdialenejSia od
Cisla 0,5.

3. Vypocitame hodnotu parametra q zo vztahu 4= , pricom

4. Vy¢islime hodnoty parametrov apridrneho rozdelenia: & =0s;b=0—-0s.

A a+ X
5. Ur¢ime b ky bodovy odhad t LT = .
réime bayesovsky bodovy odhad parametra 7 : 78 =——— ——

Uvedeny algoritmus moZno skratit, ak v jednotlivych vzorcoch postupne
podosadzujeme jednotlivé premenné (postupujeme odzadu). Dostaneme jeden
vzorec

T + +§ n(7Z-max_7z-min)2 1
Ar(l- )

, 26
n(ﬂ-max_”min)2 1 ( )

Ar(l—r)

do ktorého treba dosadit 5 premennych: X,n zodpovedaju vysledku vyberového

zistovania, 7T mins Tmax Vyplyvaju z apriérnej predstavy a za r je potrebné dosadit
vzdialenejSiu hranicu intervalu (7, 7mw) 0d 0,5. Odhad (26) mé zaru€ene nizSiu
hodnotu strednej kvadratickej chyby na intervale ( 7, 7. ) @ko vyberovy podiel.

Na odvodeny vzorec sa mozno pozriet aj ziného uhla pohladu: bayesovsky
pristup sa pri rieSeni Statistickych problémov nevyuziva tak ¢asto, ako by bolo
Ziaduce. Jednym z dévodov je komplikovany matematicky aparat s vysokou mierou
abstrakcie, ktory bayesovska Statistika vyuZiva. Prezentovany vzorec mozno vyuZzit
aj bez toho, Ze by bolo treba poznat jeho ,histériu“ alebo okolnosti, za ktorych
vznikal. Staci ho akceptovat.

11
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5.1 Volba vhodnej hranice intervalu pri uréovani parametrov apriérneho
rozdelenia

V tejto Casti zdévodnime, preco je potrebné v 3. kroku prezentovaného algoritmu
dosadit za 7 td hranicu intervalu (7., , 7 max ), Ktora je vzdialenejSia od &isla 0,5.

OznaCme tuto hranicu ako 7z;, druh&a hranica bude potom r,. KedZe stredna
hodnota apriorneho rozdelenia sje v 2. kroku algoritmu stanovena ako stred
intervalu (70, T ), € 2rejmé, ze je rovnako vzdialenA od jeho hranic

(|s = 7 min| =[5 = Zmax| ), €O plati aj pre inak oznatené hranice:
|S—7r1|:|s—7r2|. (26)

Rozhodnutie o vybere vhodnej hranice, ktora treba dosadit za = v 3. kroku
algoritmu, suvisi s priebehom funkcie, ktorej funk&ény predpis je uvedeny pod
odmocninou na pravej strane nerovnosti (23). Aj ked sa v danom vyraze vyskytuju
rbzne premenné, my ju povazujeme za funkciu premennej m, pricom n a ( su
parametre. M6Zeme ju teda zapisat v tvare

-q+2n

f(r)=nQ-7) (27)

Ako vidime, pre pevne zvolené hodnoty parametrov n a ( je to konkavna
kvadratickd funkcia s vrcholom v bode 0,5, z ¢oho je zrejmé, Ze pre argument

vzdialenejSi od bodu 0,5 (na smere vzdialenosti nezalezi) ma menSiu funkénu
hodnotu ako v bode, ktory je blizSie k bodu 0,5. Preto v sulade s naSim oznacenim
plati

q+2n g+2n

m(l-7)- < m(l-7,)- , (28)

odkial

+2n 2
\/nl(l—nl)- L < \/zz(l—frz)-q;q” . (29)

Ako sme uz uviedli, po dosadeni konkrétneho 7 do vztahu (25) dostaneme (,

ktoré vedie k bayesovskému bodovému odhadu s rovnakou strednou kvadratickou
chybou, ako je stredna kvadraticka chyba klasického bodového odhadu (fava a prava
strana nerovnice (23) sa rovnaju).

Takze ak za = dosadime hranicu 7;, plati rovnost

g+2n
ng

|s— 7 =\/;T1(1—;r1)- (30)

12
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Z (26), (29) a (30) dostaneme vztah:

< \/772(1_71'2)'q:q2n ' (31)

B e _ B 'q+2n
5=y =fs -1 \/ﬁla ) 2

z ktorého vidime, Ze podmienka (23) je splnena aj pre druhd hranicu intervalu
(7,). Samozrejme, plati aj pre vSetky vnutorné body uvazovaného intervalu, pretoze

ich vzdialenost od s je menSia ako polovica Sirky intervalu

|S — 7z| < |S —7r1| . (32)

Ak by sme za 7 v 3. kroku algoritmu dosadili hodnotu 7, , rovnost medzi stranami
nerovnice (23) by bola spinené pre 7, :

+2n
|S_”2|:\/”2(1—7fz)'qnq : (33)

V tom pripade by podmienky (26), (29) a (33) viedli k vztahu

g+2n g+2n

> \/771(1_771)' ng (34)

|s_ﬂ1|=|s_ﬂ2|=Jﬁ2(1_ﬁ2).

z ktorého je zrejmé, Ze v druhom krajnom bode intervalu plati opacna nerovnost.
To znamena, Ze v takomto pripade interval (7, ; 7 max ) Ni€ je podmnozinou intervalu,

na ktorom je bayesovsky bodovy odhad lepSi.

Z uvedeného je zrejmeé, ze ak chceme na intervale (7, 7m) dosiahnut’ nizsiu
hodnotu strednej kvadratickej chyby bayesovského bodového odhadu, ako je stredna
kvadratickd chyba klasického bodového odhadu, je potrebné v 3. kroku algoritmu
dosadit za 7 do vztahu (25) tu hranicu intervalu (7., ;7. ), Ktora je vzdialenejSia
od cisla 0,5.

Opisané suvislosti sme znazornili graficky pre konkrétne (hypotetické) udaje:
Tmin =0,05, 7. =012, n=154, x=12. Na obrazku 1 su grafy troch réznych
strednych kvadratickych chyb: MSE(p) je stredna kvadraticka chyba klasického
bodového odhadu, MSE(nbl), resp. MSE(nb2) je stredna kvadraticka chyba
bayesovského bodového odhadu pri dosadeni &isla 0,05, resp. 0,12 za =.

Podmienka (23) je splnena pri tych intervaloch, kde grafy strednych kvadratickych
chyb bayesovského odhadu leZia pod grafom strednej kvadratickej chyby klasického
bodového odhadu.

Ako vidime, volba vzdialenejSej hranice od 0,5 vedie k splneniu podmienky (23) pri

SirSom intervale, ako je potrebné. Naproti tomu volbou druhej hranice intervalu
dostaneme interval, ktory je vlastnou podmnoZzinou intervalu (0,05; 0,12).

13
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Obrazok €. 1: Porovnanie strednych kvadratickych chyb klasického a bayesovského
bodového odhadu

0,0014 = = MSE(p)
e VISE(1b 1)
0,0012 seesess MSE(mth2)

0,0004

0,0002

004 005 006 007 008 009 010 011 012 013 014 015 016
m

Zdroj: vlastné vypocéty

6. BAYESOVSKY BODOVY ODHAD PODIELU ZAKAZNIKOV REAGUJUCICH NA
REKLAMNU KAMPAN

Tento priklad je len ilustrativny, pretoZze sme nepracovali s redlnymi Udajmi.
Uvadzané hodnoty vSak priblizne zodpovedaju skusenostiam ludi pracujdcich
v danej sfére.

Predstavme si, Ze istd spolo€nost’ zaoberajuca sa predajom vyZivovych doplnkov
ma v umysle uviest na trh novy produkt. Jeho cena nie je zanedbatelna, preto je pre
firmu mimoriadne dolezité odhadnut pocet predanych kusov baleni. Na propagéaciu
produktu je navrhnutad reklamna kampan, ktora je zaloZzena na inom principe ako
doterajSie kampane (preto je aj podstatne drahSia). Klu¢ovou otadzkou pre firmu je
odhadnut podiel zakaznikov, ktori zareaguju pozitivne na kampan (kupia si dany
produkt).

DoterajSie reklamné kampane boli viac alebo menej UspeSné — podiel klientov,
ktori si kupili produkt, sa pohyboval od 15 % do 33 %. Vzhladom na nové prvky
v reklamnej kampani sa ocakdva pozitivny ohlas uvacSej casti klientov —
marketingovi odbornici spolo¢nosti odhadli percento UspesSnosti vysSie ako 20 %,
pricom tento podiel by nemal presiahnut 35 %.

Uvedené podiely mdZzu posluzit ako minimalna a maximalna hranica intervalu,
ktorym modelujeme apriérnu predstavu, teda ozna¢ime: 7, =0,2, 7, =035.

Dalej predpokladajme, Ze prebehla ,pokusna“ kampar — prezentacia, na ktorej sa
zUcCastnilo 118 nahodne vybranych potencialnych kupujacich, pricom 29 z nich si
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kupilo ponukany produkt. Tieto Udaje mbézeme vyjadrit pomocou pouzivanej
symboliky: =118, x=29.

Stvorica zaznamenanych &isel stai na vypocet hodnoty bayesovského odhadu
pomocou vzorca (26), pricom za ~ dosadime dolnu hranicu intervalu (&islo 0,2):

2
0354024 29 |118:(035-02)°
A 118| 4.0,2-(1-0,2)
T = > = 0,266355376
118-(035-02)* , '
4.0,2-(1-0,2)

Podla vypocitanej hodnoty na reklamnu kampan pozitivnhe zareaguje 26,64 %
oslovenych ludi.

29
Na porovnanie uréime aj klasicky odhad — vyberovy podiel: P =118 0,24576271

ktory zodpoveda 24,58 % UspesSnosti.

Ako vidime, bayesovsky odhad je o nieCo optimistickejSi — je v hom zohfadnena
nielen informéacia z kampane, ale aj apridérna predstava, reprezentovana apriérnou
strednou hodnotou — stredom intervalu (0,2; 0,35), teda &islom 0,275.

Pri porovnavani obidvoch odhadov si treba uvedomit, Ze ak sa skuto¢na hodnota
uspesnosti nachadza v intervale (0,2; 0,35), tak bayesovsky bodovy odhad ma nizSiu
stredni kvadraticki chybu ako vyberovy podiel, sc&im je spojena menSia
pravdepodobnost vyraznejSej chyby pri odhade.

Vysledok, ktory sme dostali vyuZzitim vzorca (26), potvrdzuje zndmy fakt, ktory plati
v bayesovskej Statistike vSeobecne: bayesovsky odhad je kompromisom medzi
hodnotami, ktoré pochadzaju z vyberového zistovania, a hodnotami reprezentujacimi
apriornu informaciu. Pritom plati, Ze ¢im je rozsah vyberového suboru vacsi, tym je
vysledok bliz8i hodnote pochadzajlcej z vyberového zistovania, teda ku klasickému
bodovému odhadu.

7. ZAVER

Uvedeny priklad ilustroval jednoduchost algoritmu na stanovenie bayesovského
bodového odhadu, ktory sme navrhli a zdévodnili v predchadzajucich €astiach. Ako
sme uZ uviedli, vzorec je pouzitelny vzdy, ked je (okrem vyberovych udajov)
k dispozicii velmi jednoducha apriorna predstava o odhadovanom podiele, ktoru nie
je potrebné matematicky modelovat nejakym rozdelenim. Tym sa do urcitej miery
eliminuje nevyhoda bayesovskéeho pristupu, ktorou je naro€ny matematicky aparat.
Na druhej strane akceptovanie apriornej informacie v porovnani s klasickym
pristupom vedie k presnejSiemu (teda kvalitnejSiemu) odhadu.
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RESUME

V prispevku je prezentovany bayesovsky pristup k bodovému odhadu podielu
v zadkladnom subore. Okrem vyberovych Udajov, ktoré su jedinym zdrojom informécie
pri klasickom pristupe, sa berie do Gvahy aj informacia pochadzajuca z inych zdrojov
ako z vyberového zistovania (tzv. apriérna informécia).

V bayesovskej Statistike sa na odhad podielu bezne vyuZiva konjugovany systém
binomické/beta, ktory je v prispevku modifikovany vtom zmysle, Ze ako kritérium
kvality bodového odhadu sa pouZiva stredna kvadratick& chyba.

Bolo dokédzané, Ze vzdy existuje interval, na ktorom je stredna kvadratickd chyba
bayesovského odhadu nizSia ako stredna kvadratickd chyba klasického odhadu.
Tento teoreticky poznatok viedol k algoritmu, pomocou ktorého sa da vypoditat
bayesovsky bodovy odhad na zaklade jednoduchej apriornej predstavy, podfa ktorej
odhadovany parameter lezi v nejakom konkréthom intervale. Algoritmus bol
prezentovany na hypotetickych udajoch marketingovych aktivit firmy zaoberajucej sa
predajom vyZzivovych doplnkov.

RESUME

In the article, the bayesian approach to the population proportions” point estimation is
presented. Besides the sample data, which is the only source of information in the
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classical statistical inference, bayesian statistics takes into account another
information, so-called prior information.

In bayesian statistics, the conjugate family binomial/beta is used for the population
proportions” estimation. This principle is in the article modified in terms of using the
mean square error as the main criterion of the quality.

It was proved, that there exists interval, within which the mean square error of the
bayesian point estimation is smaller than the mean square error of the classical point
estimation (the sample proportion). This knowledge led to the algorithm for evaluating
the bayesian point estimation on the base of the simple prior vision (that the
population proportion is between particular borders). The algorithm was applied on
the hypothetical data of marketing activities of the firm transacted with food additives.
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