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Roman PAVELKA
Statisticky urad Slovenskej republiky

IMPUTACE CHYBEJICiCH DAT POMOCIi BAYESOVSKEHO MODELOVANI
MISSING DATA IMPUTATION USING BAYESIAN DATA MODELLING

ABSTRAKT

Pro€ jsou chybégjici udaje problém? Protoze bézné statistické metody a software
predpokladaji, Ze vSechny hodnoty u vSech proménnych v matici dat jsou pozorovany
za vSechny jednotky uCastné ve statistickém zjiStovani. Vychozi metodou feSeni
neodpovédi prakticky u vSech statistickych softwarl je prosté vymazani pfipadd
s chybgjicimi udaji ukazatelu, které jsou pfedmétem zajmu. NejzfetelnéjSi nevyhodou
vymazani seznamu (jednotek) je to, Ze se Casto vymaze velka ¢ast vzorku sesbiranych
statistickych dat. Odstranéni sesbiranych dat, které nejsou vhodné k dalSimu
statistickému zpracovani, mlze vést k vazné ztraté statistické sily analyz. Vyzkumnici
pochopitelné neradi vyfazuji udaje, jejichz sbéru vénovali mnoho €asu, penéz a usili,
a proto se staly popularnimi rizné metod ,zachrany” pfipadd s chybéjicimi udaiji.
Moderni metodou pro doplnéni neuplnych dat se v poslednich nékolika desetiletich
stava bayesovska inference. Bayesovska pravdépodobnost a statistika je mnohem
vice nez vieobecné znamy Bayesuv vzorec a jeho obCasné pouziti v ukazkovych ¢i
ilustrativné orientovanych pfikladech pfi vykladu operaci s pravdépodobnostmi
nahodnych jevu. BayesUv pravdépodobnostni vzorec (nazyvany také zakon o inverzni
pravdépodobnosti) se pfedevSim pouziva v souvislosti s usudky 0 neznamém modelu
na zakladé znamych dat. Toto dava moznosti pro pouziti Bayesova vzorce pfi
imputovani nepozorovanych dat (neznamy model) na zakladé dat zjisténych.

ABSTRACT

Why are missing data a problem? Because common statistical methods and software
assume that all values for all variables in the data matrix are observed for all units
participating in the statistical survey. The default method of dealing with nonresponse
in all statistical software is to simply delete cases with missing data for the indicators
of interest. The most obvious disadvantage of list (unit) removal is that it often deletes
a large portion of the sample of collected statistical data. Removal of the collected data
not suitable for further statistical processing can lead to a serious loss of statistical
power of the analyses. Researchers are understandably reluctant to discard data that
they have spent a lot of time, money and effort collecting, so various methods
of 'rescuing' cases with missing data have become popular. The Bayesian inference
has become a modern method for completing incomplete data over the last few
decades. The Bayesian probability and statistics is far more than the well-known
Bayesian formula and its occasional use in demonstrative or illustrative examples in
explaining operations with probabilities of random phenomena. The Bayesian'
probability formula (also called the law of inverse probability) is primarily used in the
context of making judgments about an unknown model based on known data. This
provides opportunities for using the Bayesian' formula in imputing unobserved data
(unknown model) based on observed data.

KLICOVA SLOVA

bayesovska inference, inverzni pravdépodobnost, mechanismus chybéni, imputace
dat
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1. UVOD DO PROBLEMATIKY CHYBEJICICH UDAJU

Problém neuplnych dat se v praxi vyskytuje velmi ¢asto. Napfiklad mira navratnosti
vyplnénych statistickych formulari v podnikovych Setfenich se pohybuje v zavislosti
na typu, periodicité a slozitosti dotazovani od 50 % do 70 %, pfiCemz odpovédi
vybranych statistickych jednotek mnohdy nebyvaji kompletni a také ani bezchybné.
Vy8Si mirou navratnosti se vyznacuji socialni statistiky, napfiklad Setfeni domacnosti,
kde vybrané domacnosti jsou dotazovany pomoci specialné Skolenych dotazovateld.
Vyznamnym faktorem pfi zjiStovani potfebnych udaju je neochota respondentu, ktefi
Casto odpovéd neznaji, odpoveédi si nepamatuji anebo odpovédét jednoduse nechtéji.
Nasledna analyza takto pofizenych dat Casto vychazi z predpokladu, Ze proces, ktery
zapricinil chybéjici data, Ize pfi statistické inferenci vice ¢i méné ignorovat. Zde je vSak
potfebné si odpovédét na otazku: jedna se o spravné statistické postupy?

Neuplné, resp. chybégjici informace také narusuji zjiStované udaje, vnaseji do nich
prvek zkresleni, znehodnocuji vysledky a zavéry, €ini je nevhodnymi pro analyzy
standardnimi statistickymi metodami, a zpUsobuiji, Ze takova data ufady mohou kvuli
odchylkam odmitnout. Naprava takto zjistovanych dat nespociva pouze v zanedbani
jednotek s neuplnymi Ci chybéjicimi informacemi. Pokud se tyto jednotky s chybé&jicimi
udaji jednoduse vylouci, ovlivni to zejména statistickou silu realizovaného zjistovani.
Zaroven je pravdépodobné, Zze zpravodajské jednotky s nevyplnénymi hodnotami
mohou byt jednotkami s extrémnimi anebo odlehlymi hodnotami. Vylouceni téchto
jednotek povede k podhodnoceni variability, a tedy k zuzeni intervalu spolehlivosti.
Chybéjici udaje samy o sobé predstavuji rizné problémy, napfiklad:

e absence udaju snizuje statistickou silu, ktera se vztahuje k pravdépodobnosti, ze
test zamitne nulovou hypotézu, pokud je nepravdiva,

e ztracené udaje mohou zpusobit zkresleni odhadu parametru,

e chybéjici udaje mohou snizit reprezentativhost vzorku a

e muze zkomplikovat analyzu zjiStovani nebo studie.

Jako chybéjici udaje jsou povazovany udaje, které v datové matici sledovanych
hodnot chybi u nékterych (pfipadné u vSech) proménnych a u nékterych (pfipadné
u v8ech) respondentu (pfipadd, resp. zpravodajskych jednotek). Tyto chybéjici udaje
z datové matice jsou problematické prfedevsim z toho dlivodu, Ze vétSina soucasnych
analytickych programu a nastroju pfedpoklada datovou matici uplnou. Proto muze byt
tento postup zpracovani dat nevhodny a vysledné statistické usudky mohou byt vice
¢i méné chybné.

2. POUZITE NAHODNE VELICINY A JEJICH ZNACENI

Na rozdil od vétsiny uloh matematické statistiky, ktera se soustfedi na odhad
hypotetickych neznamych parametrd (napf. primérné hodnoty hypotetického
normalniho rozdéleni, které vygenerovala data), metodika vybérovych Setfeni se
soustfedi na odhad neznamych pozorovatelnych veli€in, jako je nap¥. primérny pfijem
rodin v urcité koneéné populaci. Vyraz parametr slouzi k oznaceni hypotetickych
neznamych a nepoznatelnych udajd. Nepozorované hodnoty v konecné populaci se
povazuji za chybéjici udaje, tj. chybéjici hodnoty pozorovatelnych velicin.
Pozorovatelné veliiny, které jsou pfedmétem zajmu v konecné populaci, budou pro
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ucely statistického Setfeni uspofadany do jednotek (fadky) x proménné (sloupce).
| kdyz snahou v kazdém statistickém Setfeni je sledovat vSechny hodnoty v této matici,
zpravidla v kazdém Setfeni populace nejsou véechny hodnoty matice pozorovany.

V konec¢né populaci slozené z N jednotek jsou zpravidla definovany dva druhy
proménnych. Prvni druh zahrnuje proménné, které popisuji charakteristiky jednotek
zajimavé pro ucely statistického zjistovani: a to pIné pozorovatelné vysvétlujici
proménné (kovariaty) X a vysvétlované (zavislé na vysvétlujicich proménnych)
proménné Y, které jsou pfedmétem vyzkumného zajmu. Druhy druh proménnych
zahrnuje indikatorové proménné — indikatory vybéru I a indikatory neodpovédi R, které
jsou potfebné k popisu, které hodnoty jsou pozorované a které nepozorovane.
Indikatorové proménné I a R také pomahaji vyvodit spravné induktivni zavéry
o parametrech populace. Matici proménnych v kone¢né populaci zobrazuje tabulka
¢. 1.

Tabulka ¢. 1: Matice proménnych v kone¢né populaci o N jednotkach

Kovariaty X Zavisle Indikatory Indikatory
i promeénné Y vybéru / odpovédi R
Statistické | X:“ leq Yfl lep 11:1 11:,, R:11 Rzlp
jednotk ; : : : : : : :
\: kone(:nyé X Xy Yio - Yy Lip - ip Rix = Ry
populaci
N XNl e XNq YNl cee YNP INl cee INp RNl cee RNp

Zdroj: [1, s. 29]

X jsou plné pozorované kovariaty, jako jsou indikator straty nebo velikost jednotky,
a jsou zaznamenané pro vSechny jednotky N v populaci. Existuje-li vice nez 1 pIné
pozorovatelna kovariata, bude X; fadkovy vektor. Y vyjadfuji proménné, jejichz
hodnoty nejsou znamy pro vSechny jednotky v populaci. Existuje-li vice nez 1 zavisla
proménna, bude Y; fadkovy vektor. Obvykle bude Y zahrnovat pouze ty proménné,
které jsou primarné pfedmétem zajmu Setfeni, napfiklad jako je pfijem jednotlivcy,
objemy trzeb, obratu nebo pfidané hodnoty. Indikator I bude ukazatelem pro
zahrnuti/nezahrnuti do Setfeni. V pfipadé pouze jedné zavislé proménné Y, je ukazatel
I binarni, pfiCemz I, = 1 znali ze i-ta jednotka je do Setfeni zahrnuta (tj. byl u€inén
pokus o zaznamenani proménné Y;) a I; = 0 je i-ta jednotka ze Setfeni vylouCena
(. nebyl ucinén zadny pokus o zaznamenani Y;). Reprezentuje-li Y; vice nez
1 proménnou, napf. p proménnych, I; je také vektor s p prvky; prvek [;; indikuje, zda
byl ucinén pokus o zaznamenani hodnoty Y;; (I;; =1) nebo nebyl (I;; =0).
Predpoklada se, ze matice indikatorlu je plné pozorovana. Indikator odpovédi R je
indikatorem pro odpoveéd &i neodpovéd jednotky. V pfipadé pouze 1 zavislé proménné,
je indikatorova proménna R; binarni, pficemz R; =1 indikuje Ze i-t4 jednotka
zaznamenala hodnotu zavislé proménné (tj. hodnota Y; je pozorovana, pokud je
ucinén pokus o zaznamenani odpovédi Y; v pfipadé, Ze i-ta jednotka bude zahrnuta
do Setfeni) a R; = 0 indikuje, Ze hodnota zavislé proménné i-té jednotky pozorovana
neni (samoziejmé v pfipadé zahrnuti /-t¢ jednotky do Setfeni). Pokud Y; vektor
zavislych proménnych obsahuje p proménnych, R; je také vektorem s p proménnymi,
kde prvek R;; indikuje odpovéd Ci neodpoved proménné Y;;. Pfedpoklada se, ze
indikator R;; je znam, je-li indikator zahrnuti /;; = 1. Je-li indikator zahrnuti i-té jednotky
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I; = 0, je indikator odpovédi R; u i-té jednotky nedefinovan. Ackoliv vybérova Setreni
Clanku prezentovano vybérové Setfeni jednostupriové s jednoduchym nahodnym
vybérem. V pfipadé ostatnich typu statistickych Setfeni se nasledujici matematické
vztahy musi pfislusné uprauvit.

3. PRAVDEPODOBNOSTNIi SPECIFIKACE POUZITYCH PROMENNYCH

Pravdépodobnostni specifikace pro indikatorové proménné I a R jsou potiebné
k tomu, aby bylo mozné vyvozeni spravnych zavéri pro neznamé hodnoty v koneéné
populaci. Tyto pravdépodobnostni modely se nazyvaji ,mechanismy®, a nikoliv
,modely“, aby mohly byt odliSeny od obvyklejSich statistickych modell tykajicich se
rozdéleni proménnych X, Y [12].

Mechanismus vybéru je podle [12] specifikovan jako podminéna pravdépodobnost
dana vyrazem Pr(I|X,Y,R). VSechny formalni statistické metody, které se pouZivaji
k vyvozovani zavéru o populaci, vyZaduji explicitni nebo implicitni popis mechanismu
vybéru. Mechanismus vybéru je povazovan za pravdépodobnostni, pokud kazdé
hodnoté zavisleé proménné Y;; pfifazuje kladnou hodnotu pravdépodobnosti, Ze bude
zahrnuta do vybérového souboru, {j.

Pr(l; =1|X,Y,R) >0  pro vdechny I;;, (1)

Je-li pro j-tou hodnotu zavislé proménne Y i-té jednotky pravdépodobnost zahrnuti
do vybérového souboru rovna 0, tj. Pr(I;; = 1|X,¥,R) = 0, je mechanismus vybéru
povazovan jako nepravdépodobnostni. Standardni vybérové techniky jsou navrzeny
tak, aby umozriovaly jednu obecné pfijatelnou specifikaci pro Pr(I;; = 1|X,¥, R). Casto
se jedna o pravdépodobnostni mechanismus vybéru, jak je definovan v (1) a (2).

Pr(I|X,Y,R) = Pr(I|X) pro vSechny kombinace (I,X,Y, R). (2)
Z formulaci (1) a (2) jednoduSe vyplyva, Ze:

e mechanismus vybéru musi zajistit, aby kazda hodnota Y z populace méla Sanci
byt zahrnuta do vybérového souboru (viz 1) a

e mechanismus vybéru vzorkll mlze k vybéru pouzit pozorované proménné X, jako
jsou ukazatele strat, velikosti, apod. (viz 2).

Pro techniky vybéru ale nemohou byt pouzity hodnoty ¥ nebo R, protoZe nejsou
v okamziku vybéru znamé.

Pfikladem mechanismu vybéru nepravdépodobnostniho Setfeni je telefonicky
pruzkum v populaci, ktera v8ak zahrnuje i nékteré domacnosti bez telefoni. Pokud
proménna X; je pocCet telefonl v i-t¢ domacnosti a vySetfeny maji byt vSechny
jednotky, mechanismus vybéru je nepravdépodobnostni a je dany rovnici

1 ifI=1kdyzX;>0al=0kdyzX; =0a

Pr(I|X,Y,R) = {O iinak

3)
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Mechanismus response dat Ize podobné jako v predeslém pfipadé specifikovat jako
podminénou pravdépodobnost. Na rozdil od mechanismu vybéru, mechanismus
odpovédi nezavisi na zpusobu vybéru respondentl. Proto Ize tento mechanismus
vyjadfit jako pravdépodobnost podminénou vysvétlovanymi anebo vysvétlujicimi
proménnymi, tji. Pr(R|X,Y). Pokud kazdé hodnoté zavislé proménné Y;; pfifazuje
mechanismus odpovédi kladnou hodnotu pravdépodobnosti, Ze bude hodnota
proménné Y;; pozorovana, jedna se o pravdepodobnostni mechanismus odpovédi, tj.

Pr(R; =1|X,Y) >0 pro véechny i, j. (4)

Pfedpoklady o specifickych formach mechanismu odpovédi mohou mit zasadni
vyznam pro vhodné Upravy pfi vyvozovani zavérl o neodpoveédich.

Jelikoz dvojice proménnych (X,Y) je matice nahodnych proménnych (viz tabulka
€. 1) o rozmérech N x (p + q), je nutné specifikovat sdruzené rozdéleni Pr(X,Y).
Necht pro (X,Y) existuje rozdéleni f(X,Y), jehoz predpokladem je vzajemna
zaménitelnost (X;,Y;), i =1,...,N tj. fadk( matice z tabulky ¢. 1'. Potom podle de
Finettiho véty [3] vyplyva, Ze Pr(X,Y) lze zapsat ve tvaru, kde pfi daném vektoru
parametrd 8 s marginalni (apriorni) hustotou Pr(0), jsou (X;,Y;),i =1, ..., N, nezavisle
a identicky rozdéleny se spoleénym rozdélenim f, x (X;, Y;|0). Potom podle de Finettiho
véty |ze pravdépodobnost Pr(X,Y) zapsat ve tvaru:

Pr(X,Y) = [,[TTiL, frx(X;, Y:16)1Pr(6)d6. (5)

Konkrétnim pfikladem pouziti (5) je jednoduchy normalni model, ve kterém
vystupuije zavisla proménna Y jako skalar (vektor s jedinou slozkou, tj. ¥ = (Y3, ..., Y3)T)
bez vektoru vysvétlovanych proménnych X. Pro kazdé i=1,..,N, je rozdéleni
vysvétlované proménné identické a navzajem nezavislé rozdéleni odpovidajici
normalnimu rozdéleni N(u, 02), kazdé s vektorem parametrd @ = (u, 02) a rozdélenim
6 Umérnym o2, ;.

—1)2
Pr((Yy, ..., )Tl 02) =TI, = exp[_m u)] )

=1 (21.[0.2) 20-2
Pr(u,0?) < o72. (7)

Potom podminéné rozdéleni parametru p za podminky realizace parametru o2
n

aproménné Y, tj. (6%,v4, ..., ¥), je N(¥,0%/n), kde y = ¥, y;/n, {j.

(u—3)?
Pr(lo?, (v, e, y)) = |5 e [-n 92 ®)
Podminéné rozdéleni parametru 2 za podminky realizace proménné (Y, ..., Y;,)T je
(n—1)s%x;2,, kde s2 =Y"(y —y)?/(n— 1) a x,,2, je inverze rozdéleni x> s (n — 1)
stupni volnosti.

! Pfedpokladem je nahodné prifazeni indexd jednotek, které musi byt v (fadkovych) indexech jednotek
zaménitelné a se stejnou pravdépodobnosti: Pr(X,Y) = Pr(row — perm(X,Y)), kde row — perm(X,Y)
je libovolna permutace radkt (X,Y).
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Pro podminéné rozdéleni vektoru parametrd (u,02) za podminky realizace
proménnych (Y3, ..., Y,,)T potom plati

Pr(u, 02|(}’1' ---'}’n)T) S PT((Yl, e Yn)Tllll O'Z)PT(M, 0-2)' (9)

4. BAYESOVSKA INFERENCE V PODMINKACH CHYBEJICiCH HODNOT

Necht plati pro inc = {(i,)|I;; = 1} tak, Ze Y;,. oznaluje slozky proménné Y
zahrnuté do vybérového souboru a R;,. oznacCuje slozky vektoru R zahrnuté do
stejného souboru; analogicky je definovan vyraz exc = {(i,)|I;; = 0}. Pro ¥ a R potom
platiY = (Yine Yexc)T @ R = (Ripe, Rex)™. Jak Y., @ R, jSOU Nnepozorované, protoze
nejsou do vybérového souboru zahrnuty; R;,. je pIné pozorovana, ale Y;,. je plné
pozorovana pouze za podminky neexistence neodpovédi.

Necht plati pro obs = {(i, j)|I;; = 1 a R;; = 1} tak, ze ¥,,s 0znatuje slozky proménné
Y pozorované ve vybérovém souboru; kazda slozka ma pfifazen indikator R;; = 1.
Analogicky vyraz mis = {(i,j)|l; =1aR;; =0} bude pouzit pro komponenty
proménné Y, které jsou do vybérového souboru vybrané, ale nepozorované (chybéjici)
s pfifazenou hodnotou R;; =0, tj. Y,,;s a plati, Zze Y, = (Yps, Y,.is)T. Dale necht
nob = {(i,/)|I;; = 0 anebo R;; = 0}, kde Y,,p = (Yoxe, Ymis)T Vvyjadiuje nepozorované
slozky vysvétlované proménné Y. Na zakladé tohoto znaceni Ize slozky proménné Y
rozdélit na slozky pozorované Y, a slozky nepozorované Y,,,,, tj. ¥ = (Y 55, Yoron)? -

Bayesovska inference pro populacni parametr Q(X,Y) se odvozuje z jeho
aposteriorniho rozdéleni, tj. jeho podminéného rozdéleni vzhledem k pozorovanym
hodnotam X,Y,,s, Rine, I vypoltenym podle zadanych modelld. Pouzije-li se vySe
zavedena notace, lze toto aposteriorni rozdéleni zapsat jako Pr(Q|X,Y,ps, Rinc, I).
Je-li napriklad aposteriorni rozdé&leni skalaru Q normalni o priméru Q =
QXY ps) Rine, ) a rozptylem U = U(X,Y,ps, Rine, I), potom interval, ktery pokryva
populaéni parametr Q s pravdépodobnosti 95%, je 0 + 1,960/2.

Bayesovska inference také umoznuje vypocitat aposteriorni rozdéleni pro
nepozorované (chybéjici) hodnoty Y,,,,. Jelikoz Q (X, Y) je funkci pozorovanych hodnot
v X,Y,,s a nepozorovanych (chybéjicich) hodnotach Y,,,, |ze aposteriorni rozdéleni
nepozorovanych (chybégjicich) hodnot Y,,,;, vyjadfit jako:

Pr(QIX, Yops Rine ) = J,, ) Pr(Vnon|X, ¥ obs, Rines DAY nop,  (10)
kde

w(Q) = {¥Ynop|Q(X, )} (11)
Aposteriorni rozdéleni nepozorovanych (chybé&jicich) hodnot Y,,,;, Ize pfimo vyjadrit

pomoci specifikace pro proménné (X,Y) za pomoci mechanismu vybéru a odpovédi
jako
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Jo Pr(X,Y)Pr(I|X,Y,R)Pr(RIX,Y)dR s
Jo Pr(X,Y)Pr(I|X,Y,R)Pr(RIX,Y)dRrcAY nop
(12)

PT(Ynob|X, Yobs: Rine, I =

Ynob

kde pravdépodobnosti jsou vyhodnocovany v pozorovanych hodnotach (realizaci)
(Ynob |Xr Yobs; Rinc; I)-

5. MECHANISMUS TVORBY CHYBEJICICH DAT A JEHO IGNOROVATELNOST

Jako pficinu vzniku procesu, ktery generuje chybéjici udaje ve statistickeém Setfeni,
Ize podle [12] povaZovat zpusob vybéru vzorkd, tj. mechanismus vybéru Pr(I|X,Y, R)
a mira dosazenych pozorovanych hodnot, tj. mechanismus odpovédi Pr(R|X,Y).
V ramci statistické inference za podminek chybéjicich dat se k odhadim o populaci
pouziva statisticky model pro zjiStované proménné (X,Y) vzhledem k danému
parametru 0, tj. f(X,Y]6), dopInény o statisticky model pro indikatory chybgjicich dat
podminény konkrétni realizaci sledovanych nahodnych proménnych (X,Y)
a parametrem mechanismu ¢, ti. g(I,M|X,Y,¢@). Symbol M oznacuje piné
pozorovanou matici binarnich indikatort chybéjicich dat, pficemz M = {M;;} = {I;;R;;}
s navzajem jednoznacnymi (prostymi) funkcemi (I, M) a (I, R;,.).

Je-li model chybéjicich dat g(I, M|X,Y,¢@) po realizaci pozorovanych hodnot
nahodnych proménnych I,M,X a hodnot pozorovanych sloZzek proménné Y
vyhodnocen jako nezavisly na nepozorovanych (chybéjicich) slozkach proménné Y, tj.
naY,,,, potom podle [11] chybé&jici data mohou byt povazovana za nahodné chybéjici,
oznacované vyrazem missing-at-random (MAR), t;.

g, M|X,)Y, @) = g, M|X,Y ,ps, @). (13)

Pokud jsou navic parametry @ a ¢ odliSné, tj. nezavislé, potom Véta 8.1 v [13]
dokazuje, Zze bayesovska inference miize zanedbat proces, ktery generuje chybéjici
data, a umozfiuje odhadnout parametr 8 na zakladé f(X,Y|0), apriorniho rozdéleni
Pr(@) a pozorovanych hodnot (X,Y ;).

V kontextu bayesovské inference pro nahodnou proménnou Y je kombinace
nahodné chybéjicich idaju a rozdilnych hodnot parametrl 8 a ¢ prakticky ekvivalentni
tomu, Ze mechanismy vybéru a odpovédi jsou ignorovatelné. Podle [12] plati, Ze pokud
jsou @ a ¢ apriorné nezavislé a chybéjici data jsou nahodné chybéjici (typu MAR), pak
pro mechanismus vybéru a mechanismus odpovédi plati, ze jsou shodné, tj.

PT(Ynob|X, Yobs: Rines I = PT'(Ynob|X, Yobs: M, D. (14)

Prakticky vyznam toho, Zze mechanismus tvorby chybéjicich dat je ignorovatelny,
spocCiva ve skuteCnosti, ze aposteriorni rozdéleni nepozorované c¢asti proménné Y,
tedy Y,,,, miaze byt zjist€no na zakladé pozorovanych hodnot X,Y,,s a specifikaci
konkrétniho rozdéleni pro nahodné proménné X, Y, {j.:

PT'(Ynob|X, Yobs: Rine, I = PT'(Ynob|X, Yobs)
Pr(X,Y)/[ Pr(X,Y)dY o , (15)

= Jof(X,Y|0)Pr(8)d6/[, [ f(X,Y|6)Pr(8)dOdY
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kde specifikované konkrétni rozdéleni Pr(X,Y) = [ f(X,Y)Pr(0)d@ je vyuzivano pro
realizaci statistické indukce o sledované proménnéY.

V praxi pfevazuje mechanismus missing-at-random (MAR), tj. chybéjici data chybi
nahodné nezavisle na nepozorovanych (chybéjicich) slozkach proménné Y V pfipadé,
Ze nepozorovana data chybi nenahodné, tj. mechanismus chybéni neni nahodny,
vztahy (13 az 15) neplati a je nutné pouzit jeden z nasledujicich postupu:

e Prvni pristup predstavuji tzv. modely vybéru (selection models): V prvnim
kroku specifikuje rozdéleni potencialné kompletnich dat (tzn. datové matice Y,
ktera je slozena z pozorovanych a chybéjicich hodnot). V dalSim kroku se podle
[13] specifikuje model [5], podle kterého zavisi vyskyt chybégjicich hodnot na
datové matici Y.

e Druhy pristup tvori tzv. modely smiSenych vzori (pattern-mixture models):
Jednotky jsou rozdélené do skupin podle jedine€nych vzorl chybéjicich hodnot.
Nasledné se v kazdé ze skupin provadi statisticka analyza [4]. Pouzity pojem
,Smisené vzory“ ma indikovat, ze vysledné marginalni rozdéleni datové matice Y
je smési nékolika rozdéleni [5].

PodrobnéjSi analyza nenahodného mechanismu chybéni v neupinych datech

pfesahuje rozsah tohoto Clanku. Detailngjsi informace o mechanismu NMAR Ize
dohledat napfiklad v [7] nebo v [1].

6. NAZORNE PRIKLADY BAYESOVSKE ANALYZY V SYSTEMU SAS

Programovy systém SAS nabizi 2 zpUsoby analyzy dat bayesovskou metodou. Ve
vybranych procedurach pro statistické modelovani se bayesovska analyza vola
pfikazem BAYES a univerzalni proceduru MCMC pro obecné statistické modelovani
pomoci Bayesovy véty [8]. Statisticka inference (viz pfedchazejici kapitoly) — bodové i
intervalové odhady - vychazi z aposteriorniho rozdéleni. Bayesovské modelovani také
nabizi alternativni modelové feSeni v analyze chybéjicich hodnot procedurou MI, ve
kterém se s chybéjicimi hodnotami zachazi jako s neznamymi parametry a podle toho
se odhaduji [10]. Tyto chybéjici hodnoty jsou jednoduSe imputovany pfijatelnymi
hodnotami prostfednictvim simulaci aposteriorniho rozdéleni neupinych udaja.

Jadro procedur pro generovani pseudonahodnych Cisel z pravdépodobnostnich
rozdéleni tvofi metody zaloZzené na simulaci pomoci Markovskych fetézcu. Podle [14]
je Markovsky fetézec sekvence nahodnych veli€in, u nichz rozdéleni kazdého prvku
zavisi vylucné na hodnoté prvku pfedchozim. Je-li generované rozdéleni konjugované,
vzorky jsou generovany pfimo z podminénych aposteriornich rozdéleni vyuzitim
standardnich &iselnych generatord?. Pro ucely simulace metodou Markovskych
fetézcl jsou nejpopularnéjSimi algoritmy Gibbsovské vzorkovani (Gibbs Sampling)
a Metropolis-Hastings algoritmus. Metropolis-Hastings algoritmus simuluje vybér
z aposteriorniho  pravdépodobnostniho  rozdéleni za uUlelem  aproximace
pozadovaného rozdéleni a provadi rozhodovani o pfijeti nebo o odmitnuti
vygenerovaného nahodného vzorku. Pokud je nové generovany vzorek akceptovan,
algoritmus generuje vzorek novy, pokud je nahodné& generovany vzorek odmitnut,

2 Je-li aposteriorni rozdéleni ¢lenem stejné rodiny rozdéleni jako rozdéleni apriorni, pak obé tato
rozdéleni jsou konjugovana neboli obecné — jsou stejného typu — pozn. aut.
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simulace stavajiciho vybéru se opakuje. Generovani nahodnych vzorkd konci
v okamziku dosazeni konvergence k cilovému aposteriornimu rozdéleni. Po dosazeni
konvergence se vybere nahodné z nékolika nasimulovanych fad a vybira se fada podle
spolehlivosti konvergence k cilovému rozdéleni. Gibbsovo vzorkovani (jako specialni
pfipad pfedchoziho algoritmu) rozdéluje simultanni aposteriorni rozdéleni
vicerozmérné nahodné veliCiny na podminéna rozdéleni pro kazdy parametr, ze
kterych nahodné generuje fetézce a sleduje konvergenci k pozadovanému
aposteriornimu rozdéleni.

Uvedeny pfiklad se poprvé objevil v praci [6]. Datovy soubor predstavuje nahodné
vybrany vzorek s dvojrozmérnym normalnim rozdélenim s chybé&jicimi daty. Jedna se
o uméle vytvoreny problém, kterym v8ak pozdéji zabyvali i mnozi dalSi nasledovnici,
napfiklad v [17] a [18].

Tabulka ¢é. 2: Struktura souboru s normalnim rozdélenim s chybéjicimi daty

Sledované proménné Indikatorové (pomocné) proménné

X, X, 1 R M
1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 1 1 1 1 1
-1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 0 1 0
2 1 1 1 0 1 0
-2 1 1 1 0 1 0
-2 . 1 1 1 0 1 0
. 2 1 1 0 1 0 1
2 1 1 0 1 0 1
—2 1 1 0 1 0 1
—2 1 1 0 1 0 1

Zdroj: [4, s. 27]

Soubor dat (nazvany BINORM) se po provedeném nahodném vybéru sklada z 12
pozorovani z dvojrozmérného normalniho rozdéleni. Strukturu souboru s chybéjicimi
daty zobrazuje tabulka ¢. 2. U obou komponent tohoto vicerozmérného rozdéleni
proménnych chybi hodnoty. Dvojrozmérné normalni rozdéleni ma obé komponenty se
stejnymi nulovymi praméry u, s riiznymi rozptyly ¢ a o2 a korela¢nim koeficientem p.
Tyto pfedpoklady se promitaji do nasledujici kovarianéni matice X:

2
s =< %1 ’”12“2). (16)

po10; 02

Apriorni rozdéleni kovarian¢ni matice X je Pr(Z) a odpovida podle [14] inverznimu
-(p+1)

Wishartovu rozdéleni s determinantem (0,051 — p?) .
_pt+1 - (p+1)
Pr(5) « [E]77 = (o101 p2) (17)

kde symbol p odpovida poctu sledovanych proménnych, tedy p = 2.
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Jelikoz se jedna o vybérovy soubor o velikosti n nahodné vybrany jednoduchym
nahodnym vybérem, indikatory zahrnuti pro vSechny jednotky jsou rovné 1.
Mechanismus vybéru je proto dan vyrazem

Pr(I|X,Y,R) = Pr(I) = 1/(17\1’) pro ¥V I, a Pr(I) = 0 jinak. (18)

Pfi analyze kompletnich pozorovani, kdy se do uvahy berou pouze uplna
pozorovani, by se bayesovskym modelovanim vytvofii pomérné jednoduchy
aposteriorni odhad: 2 datové dvojice ((1,1) a (—1,—1)) maji korelaci rovnou 1 a 2
dvojice dat ((1,—1) a (—1,1)) maji korelaci —1. V pfipadé, Zze se budou chybégjici
hodnoty povazovat za zcela nahodné chybéjici, lze podle [10] povazZovat
nepozorované hodnoty bud (téméf) dokonale pozitivné nebo dokonale negativné
korelujici s pozorovanymi hodnotami 2 a —2 a ze chybéjici hodnoty mohou nabyvat
pouze hodnot, které se od nich pfili§ neliSi. Navic vyfazenim castecné pozorovanych
hodnot se ztraci podstatna ¢ast pfi odhadu rozptylu obou komponent dvojrozmérného
normalniho rozdéleni. Bayesovské modelovani chybéjicich hodnot dvojrozmérného
normalniho rozdéleni vykonavaji nasledujici pfikazy programového systému SAS:

proc mcmc data=BiNorm nmc=20000 seed=17 outpost=postout

diag=none plots=none monitor=(rho sigl sig2);

array x[2] x1 x2;

array mul[2] (0 0);

array sigmal2, 2];

parms rho 0.5 / slice;

parms sigl 1 sig2 1;

if (sigl > 0 and sig2 > 0) then
lprior = -3 * log(sigl * sig2 * sqgrt(l-rho*rho));
else lprior = .;

prior rho sigl sig2 ~ general (lprior);

sigmall,1] = sigl*sigl;

sigma[l,2] = rho * sigl * sig2;

sigmal2,1 sigmall,2];

sigmal[2,2] = sig2*sig2;

model x ~ mvn (mu, sigma);

run;

— o/ o

]
]
]
]

Pfikazy PARMS specifikuji tfi modelované parametry modelu. Volba SLICE
v prvnim pfikazu PARMS vybere vzorkovaci algoritmus, kterym se generuje parametr
p. | kdyz vypocCetné narocnéjsi [9], tento typ algoritmu je velmi vhodny pro simulaci dat
z nenormalnich rozdéleni (kam nalezi i rozdéleni korelacniho koeficientu p). Pfikazy
IF-ELSE zaijistuji, aby simulované hodnoty parametrl smérodatné odchylky o; a o,
byly zahrnovany do aposteriornich odhadd kovarianéni matice pouze pfi své kladné
hodnoté. Pfikazem LPRIOR= a pfikazem PRIOR se do procedury zadavaji simultanni
apriorni rozdéleni parametrd g, g, a p na logaritmické stupnici®. Prvky kovarianéni
matice ¥ jsou konstruovany pouzitim dalSich programovych pfikazt jako funkci
parametrd modelu (v syntaxi pfikazli oznacené jako sigmal[l,1] az sigmal[2,2]).
Pfikazem MODEL se nastavuje specifikace pozadované funkce vérohodnosti nutna
pro simulaci a naslednou aposteriorni inferenci.

3 Pouzitim vypolti na logaritmické stupnici se dosahuje vétsi stabilita a rychlejsi konvergence
v ¢iselném vypoctu
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Po provedené simulaci na zakladé vySe uvedené syntaxe je vystupem cinnosti
procedury MCMC soubor POSTOUT obsahujici 20000 vygenerovanych chybéjicich
hodnot v obou proménnych X; a X, ve dvojrozmérném normalnim rozdéleni
a vygenerované rozdéleni parametrd o, g, a p podle zadani. Analyza chybéjicich
hodnot je ilustrovana v Casti Missing Data Information Table tabulky ¢. 3. Proménna
X, obsahuje 4 chybéjici hodnoty, proménna X, obsahuje také 4 chybgjici hodnoty.
Tabulka zaznamenava indexy chybéjicich hodnot za jednotlivé proménné.
Aposteriorni inference o odhadovanych parametrech o;, 0, a p je zobrazena v €asti
Posterior Summaries and Intervals tabulky €. 3.

Tabulka ¢. 3: Sumarni statistiky a inference vysledného rozdéleni
Missing Data Information Table Posterior Summaries and Intervals

Number of Observation |Sampling ST
. . . Parameter N Mean Deviation 95% HPD Interval
Variable | Missing Obs|Indices = = 20000 -0.00184 05582 -0.8501 0.8519
X1 43101112 Direct sig1 20000 16555 04458 09828 2.6014
X2 45678 Direct sig2 20000 16306 04444 (.9478 24860

Zdroj: vlastni zpracovani

Aposteriorni inference o chybégjicich hodnotach proménnych X; a X, je zobrazena
ve vystupnich tabulkach €. 4.

Tabulka ¢. 4: Sumarni statistiky a inference chybéjicich hodnot

Parameter N Mean| StdDev P25 P50 P75  |Parameter | Alpha| CredibleLower CredibleUpper| HPDLower| HPDUpper
X2.5 20000 -0.000219) 1.84723) -1.25392 0.003381 1.25390 |X2.5 0.05 -3.55760 361006 -3.61197 354433
X2 6 20000 0.001579) 183949 -1.23536 -0.003435 124945 |X26 0.05 350325 353977 -3.4B336 354871
X2 7 20000 0.004489 183727 -1.23108 0.036230 122791 |X2.7 0.05 -3.60965 357439 362454 355160
X2.8 20000 -0.008475 1.84616) -1.25881 0.005462 123491 |X2.8 0.05 -3.58898 3.55509  -3.57001 356999
X19 20000 -0.023454) 1.88411) -1.31367 -0.025875 1.25902 X119 0.05 -3.69331 362257  -375078 355437
X110 20000 -0.003563 1.88864| -1.27118 0.007136 129767 | X1.10 0.09 -3.66322 364678  -3.63647  3.66321
X1 1 20000 0.003396 1.89574 -1.30166 0.004094 127681 X111 0.05 -3.63566 369085 -3.735%4 363309
X112 20000 0.002021 1.86815 -1.26153 0.018829 1.26093 (X112 0.05 -3.63638 3.65181  -3.70957 355111

Zdroj: viastni zpracovani

Podobné jako v pfedchozim pfipadé jsou apriorni i podminéné aposteriorni
rozdéleni chybéjicich udaju konjugované. Podminéna aposteriorni rozdéleni
chybéjicich hodnot Pr(X,|-) a Pr(X,|-) pro jednotlivé proménné X, a X, jsou
jednorozmérna normaini rozdéleni a jsou dana vzorci:

Pr(X,|p, 0,05 %) ~N (pj—;xz, 0%(1— p2)> a (19)

Pr(X,|p,0,,04,%2) ~N (pj—ixz, o3(1—- p2)>. (20)

Nasledujici pfiklad ilustruje moznosti procedur z programového systému SAS, které
jsou pfimo ur€eny k nahrazovani chybéjicich hodnot zpusobem zajistujicim adekvatni
statistickou inferenci. Jedna se o procedury Ml [15] a MIANALYZE [16], které byly
zavedeny jako standardni soucasti programového modulu SAS/STAT pocCinaje verzi
9.0. Vicenasobna imputace se nesnazi odhadnout kazdou chybé&jici hodnotu pomoci
simulovanych hodnot, ale spiSe modeluje nahodny vzorek chybéjicich hodnot.
Vysledek tohoto procesu dava moznost platnych statistickych zavérl, které fadné
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odrazeji nejistotu zplsobenou chybéjicimi hodnotami; napfiklad platné intervaly
spolehlivosti pro parametry.

Mnohonasobna imputaéni inference zahrnuje tfi rizné faze:
e chybéjici udaje se doplni m krat, aby se vytvofilo m uplnych souborl dat,
e m uplnych datovych soubort se analyzuje pomoci standardnich postupl a
e vysledky z m uplnych datovych souborl se zkombinuji pro ucely inference.

Procedura mnohonasobné imputace v softwaru SAS/STAT je procedura Ml
a vytvafi soubory mnohonasobné imputovanych dat pro neuplna p-rozmérna
vicerozmérna data. Procedura pouziva metody, které zahrnuji vhodnou variabilitu
napfi€¢ m imputacemi. Jakmile je m Uplnych datovych soubort analyzovano pomoci
standardnich postupl, lze pouzit proceduru MIANALYZE k vytvofeni platnych
statistickych zavéru o téchto parametrech kombinaci vysledkua z m uplnych datovych
souboru. Tento postup syntetizuje vysledky tim, Ze vytvofi priméry bodovych odhadd,
které jsou predmétem zajmu (praméry, odhady parametr( atd.), napfi¢ imputovanymi
datovymi soubory spolu s upravenymi rozptyly a smérodatnymi chybami, které
zohlednuji nejistotu vnesenou do procesu imputace.

Vysledny bodovy odhad populaéniho priméru je kombinovany bodovy odhad
populaéniho priiméru, coz je primérna hodnota bodovych odhadu pres vSech m
nezavislych opakovani imputaci, tj.

Dy

=%, (21)
kde 8; je odhad parametru 6 z i -tého souboru dat (po imputaci) proi = 1, ..., m.

Vnitroimputaéni rozptyl (v ramci imputaci) je pocitan jako prlimér odhadovanych
rozptyll var(éi) bodovych odhadu 8; populaéniho praméru pfes vdech m imputaci, tj.

W =—3m, W, ==3¥", var(8,), (22)

m T m
kde var(@i) je odhad rozptylu odhadu populaéniho priméru pro i -tou imputaci.
Mezimputacni rozptyl (mezi imputacemi) je odhadovan pomoci vzorce

1

=Lyn, (0, -6) (23)

m

oo

Celkovy rozptyl odhadu parametru 6 po mnohonasobné imputaci je odhadnut
pomoci Rubinovy kombinaéni formule [12], {j.

m+1

ool

var (9) =W + — (24)

Klicem ke zvoleni imputacni metody je statisticky model, ktery definuje
pravdépodobnostni vztahy vSech uvazovanych proménnych a typ imputované
proménné. Vzor chybéjicich udaju popisuje umisténi chybéjicich hodnot v datové
matici. Za timto ucCelem lze fadky a sloupce datové matice sefadit tak, aby vznikly
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konkrétni vzory chybéjicich Udaju. Zobrazeni 4 specialnich vzoru je ilustrovano na
obrazku €. 1.

Napfiklad monotdnni vzor chybéjicich udaji znamena, Ze promé&nné datové matice
se daji usporadat tak, aby pro kazdou dalSi proménnou chybély hodnoty u vSech
jednotek, a mohou chybét i néjaké hodnoty navic. Tento vzor je automaticky spinén,
pokud chybéjici hodnoty byly sledovany u jediné proménné.

Obrazek ¢. 1: Priklady vzoru neuplnych dat

Jednorozmérna chybéjici data Vicerozmérna chybéjici data
Y, Yo Yo Y4 Y5 e Yo Ya Y Ys
Z = === =
1 A 2 =2 = 2 e g =2 =
| B B | ] A B A
ZRZE— ZH== N
ZR=N== Z=

Monoténni chybéjici data Obecny vzor chybéjicich dat
™ 4 o Yo N4 s 4 o g Ya s
=== == =
101 R 2B
ZR === = ==
] o ] ] = ]
= B = = = =
= ] E = =

Zdroj: [2, str. 132]

Tabulka ¢é. 5: Shrnuti moZnych metod imputace pomoci procedury Ml podle [15]
Vzor chybéni Typ imputované proménné Doporucena metoda imputace

Monoténni Spojita Monotdnni regrese
Monoténni predikovana shoda v priiméru
Monotdnni propensitnit skére

Klasifikacni (ordinalni) Monoténni logisticka regrese
Klasifika¢ni (nominalni) Monotdnni diskriminacni funkce
Libovolny (obecny) Spojita Imputace obecnym MCMC

Imputace monoténni MCMC

1  Odhad pravdépodobnosti pfitazené kazdému pozorovani u proménné obsahuji chybéjici hodnoty, Ze pozorovani je chybéjici

Zdroj: vlastni zpracovani podle [15]

Shrnuti metod mnohonasobné imputace procedurou MI je uvedeno v tabulce €. 5.
pfedevsim v originalni dokumentaci programového systému SAS [15]. Jako pfiklad
vyuziti procedury MI pfi mnohonasobné imputaci bude prakticky pfedvedena imputace
metodou monoténni regrese pro spojité proménné s chybéjicimi pozorovanimi za
podminek ignorovatelného mechanismu chybéni MAR. Pfiklady mnohonasobnych
imputaci, ve kterych jsou aplikovany ostatni imputaéni metody, jsou uvedeny
v originalni dokumentaci pro proceduru M.
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Pfi regresni metodé se pro kazdou proménnou s chybéjicimi hodnotami sestavi
regresni model. Na zakladé tohoto modelu pro proménnou Y; se dale sestavi novy

regresni model pro proménnou Y;, 4, ktery se pouZije k imputovani chybéjicich hodnot
proménné [12]. Vzhledem k tomu, Ze soubor dat ma monoténni vzor chybéjicich dat,
proces se opakuje postupné pro ostatni proménné s chybéjicimi hodnotami.

Pro spojitou promeénnou ¥; s chybéjicimi hodnotami plati nasledujici regresni model
Yj = Bo + f1X1 + B2 X5 + -+ + Bi Xy, (25)

ktery je vyrovnavan na zakladé pozorovanych hodnot proménné Y; a jejich kovariat
Xl’XZ’ Xk

Na zakladée predchoziho textu podle [12] pro proménnou ¥; s chybéjicimi hodnotami
jsou chybéjici hodnoty imputovany z rozdéleni

Y;~Pr(YnoplX, Yops) = Pr(Y;|X, Y1, Yy, .. Y;_1). (26)

K imputovani chybéjicich hodnot pro proménnou Y; jsou v kazdé imputaci uplatnény
nasledujici kroky:

e Vyrovnany model zahrnuje odhady regresnich parametrd B = (8o, 81, B2, Br)
a prislusné kovarian¢ni matice 6]-2Vj, kde kovarian¢ni matice odpovida inverzni
matici X’'X odvozené z absolutniho ¢lenu a kovariat X;, X,, -+ X,.

e Nové parametry B = (B.o» Be1s Bezs - Ber) @ afj jsou vybirany aposteriorniho
predikéniho rozdéleni parametrd [12], coZz znamena, Ze parametry jsou simulovany
z (Bo, P, B, - Bi), 67 a V;. Rozptyl je generovan jako

ol =6(n—k—-1)/g, (27)

kde g je X,ij_k_l nahodna proménna a n; je poCet pozorovanych hodnot
v proménné Y;. Regresni koeficienty jsou simulovany podle rovnice

kde Vy;, V;=V,;Vy;, je horni trojuhelnikova matice dana jako Choleskyho
dekompozice a Z je vektor k + 1 nezavislych nahodnych proménnych.

Chybéjici hodnoty jsou nahrazovany f., + B1x1 + B2x; + -+ Brxy + z;0,;, kde
X1, X2, .- Xk, jSOU hodnoty kovariat a z; je i-ta simulovana nahodna odchylka.

Regresni metodé imputace je velmi podobna metoda shody predik&nich prameérd.
Rozdil od regresni metody imputace spociva v tom, Zze pro kazdou chybé&jici hodnotu
imputuje pozorovanou hodnotu, ktera je nejblize prfedpovézené hodnoté ze
simulovaného regresniho modelu [12].
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Pro nominalni klasifikacni proménnou je na zakladé vyrovnaného logistického
regresniho modelu je podle [15] simulovan novy logisticky regresni model
z posteriorniho predik&niho rozdéleni parametrl a je pouzit k imputovani chybéjicich
hodnot postupné pro kazdou proménnou. Logisticky regresni model nominalni
klasifikacni proménné o K urovnich pro imputovani chybgjicich hodnot proménné Y;
je vyrovnavan pomoci pozorovanych hodnot proménnych zafazenych do imputaéniho
modelu. Postupy imputace jsou analogickeé jako u monotonni linearni regrese u spojité
promeénné.

Priklad byl prevzat ze zdroje [15]* a ilustruje ukazku mnohonasobné imputace
regresni metodou (logisticka regrese pro klasifikacni proménnou Druhy (Species) a
linearni regrese pro spojité proménné vyska (Height) a Sirka (Width)) nad datovym
souborem nazyvaném Fish, jehoz udaje maji monotonni vzor chybéni. Datovy soubor
obsahuje 2 druhy potoénich ryb Cejn (Bream) a Stika (Pike), pfi¢emz kazda sledovana
ryba obsahuje informace o délce (Length), vySce (Height) a Sifce (Width). Nékteré
hodnoty z téchto 3 méfeni byly nastaveny jako chybéjici a vysledny vzor chybéni u
proménnych délky (Length), vySka (Height), Width (Sitka) a Druhy (Species) ma
monotonni charakter. Prvnich 10 pozorovani tohoto souboru dat ilustruje tabulka €. 6.

Tabulka ¢. 6: Soubor dat pro imputaci regresni metodou (prvnich 10 pozorovani)
Obs Species  Length| Height Width

1/ Bream 30.0 11.520 4.020
2 31.2 12.480 4 306
3|/ Bream 311 12,378 4.696
4| Bream 33.5 12730 44536
5 34.0 12.444 :
6| Bream 34.7 13.602 4927
T Bream 34.5 14180 5279
8 Bream 35.0 12,670 4.690
9 Bream 351 14.005 4844
10 Bream 36.2 14227 4933

Zdroj: viastni zpracovani

Mnohonasobna imputace zacina tvorbou m imputovanych souborli dat pomoci
procedury MI. Vysledny soubor dat (kombinace m imputovanych soubort) se nazyva
OutFish. Sekvence pfikazu, které vyvolavaji proceduru Ml a pozaduiji regresni metodu
imputace pro proménné vySka (Height) a Sitka (Width) a metodu logistické regrese pro
proménnou Druhy (Species), je nasleduijici:

proc mi data=Fish seed=1305417 out=OutFish;
class Species;
monotone reg(Height Width/ details)
logistic (Species= Length Height Width Height*Width/
details);
var Length Height Width Species;
run;

V linearnim regresnim modelu bude jako zavisla proménna vystupovat proménna
vy$ka (Height), v modelu logistické regrese je na misté zavislé nominalni proménna
Druhy (Species). Seznam proménnych zahrnutych do modelu je uren vycCtem

4 https://documentation.sas.com/doc/en/statcdc/14.3/statug/statug _mi_examples04.htm
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proménnych ze souboru dat v pfikazu VAR. Pokud pfikaz VAR se seznamem
proménnych uveden neni, do modelu pro imputaci jsou zahrnuty vSechny proménné.
KlasifikaCni proménna, pokud ma byt soucasti imputacniho modelu, musi byt uvedena
v pfikazu CLASS procedury. Po vykonani vy$e uvedené pfikazové sekvence se na
vystupu procedury MI objevi vystupni tabulky a dalSi informace uvedené
v nasledujicim textu.

Metodu a moznosti pouZité v procesu vicenasobné imputace popisuje tabulka
Model Information. Ve vychozim nastaveni se pro chybéjici data se vytvofi 25 imputaci
(pocet imputaci procedury Ml Ize zménit pfikazem NIMPUTE=). Tabulka Monotone
Model Specification zobrazuje monoténni metody pouzité pfi imputaci (viz tabulka
C. 7).

Tabulka ¢. 7: Informace o imputacnim modelu a pouzitych metodach imputace

Model Information Monotone Model Specification
ﬂﬂtti S:I-'t :’:DRT.FISH Method Imputed Variables
etng onotone . . .
Number of Imputations 25 Regression Height Width

Seed for random number generator | 1305417 Logistic Regression Species
Zdroj: vlastni zpracovani

Jednotlivé vzory chybégjicich dat znazornuje tabulka Missing Data Patterns v tabulce
¢. 8 (v€etné odpovidacich absolutnich a relativnich c&etnosti). Pfitomnost
pozorovanych hodnot proménné v prislusné skupiné je indikovana znakem X"
Naopak nevyplnéné hodnoty proménné ilustruje znak ,.“. Pro spojité proménné je
v kazdé zobrazované skupiné zobrazen také priimér proménné.

Tabulka ¢é. 8: Vzor neudplnych dat generovany procedurou Mi
Missing Data Patterns
Group Means
Group Length Height |Width Species Freq Percent Length Height Width

1X X X X 43 82.69 41.997674 12.819512| 5.359860
2| X X X : 3 5.77 38.433333 11.797667 4.287667
3 X X : : 4 7.69 42275000 13.346750

4/ X : : : 2 3.85 40150000

Zdroj: viastni zpracovani

Zobrazit regresni koeficienty v modelu REG, které jsou odhadovany z pozorovanych
dat, a regresni koeficienty, které jsou pouzity v kazdé imputaci, umoznuje pfipojeni
volitelného parametru DETAILS do skupiny pfikaz(. Ukazka regresnich koeficientu
simulovanych z aposteriorniho rozdéleni je v tabulce €. 9 pro prvnich 7 iteraci.

Tabulka ¢. 9: Odhady parametrt linearniho modelu pro prvnich 7 iteraci

Imputed
Variable Effect @ Obs-Data 1 2 3 4 ] 6 [

Height Intercept  0.00173 -0.152270 -0.136544 -0.064801 0.036385 0.088415 0.125572 0.01947%
Height Length = -0.22433 -0.133435 -0.155667 -0.313043 -0.108335 -0.215339 -0.080835 0.100551

Zdroj: viastni zpracovani
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Pouzitim stejného volitelného parametru DETAILS u logistického imputacniho
modelu (model LOGISTIC) Ize zobrazit hodnoty regresni koeficienty, které jsou
odhadovany z pozorovanych dat, a regresni koeficienty, které jsou nasimulovany
v kazdé imputaci. Ukazka koeficientl logistického imputac¢niho modelu je ilustrovana
tabulkou €. 10.

Tabulka ¢. 10: Odhady parametri logistického modelu pro prvnich 7 imputaci

Imputed

Variable Effect Obs-Data 1 2 3 4 5 6 i
Species Intercept 2280713 22807129 22807129 22807129 22807129 22807129 22807129 22807129
Species Length -14.44698 14 446980 -14.446980 -14 446980 -14.446980 -14.446980 -14.446980 -14 446980
Species |Height 4311236 43112363 43112363 43112363 43112363 43112363 43112363 43112363
Species Width 964352 9643524 9643524 9643524 9643524 9643524 0643524 9643524

Species Height"Width =~ -9.73015 89730154 9730154 -9.730154 9730154 9730154 9730154 -9.730154
Zdroj: viastni zpracovani

Vystupem procedury MI je soubor dat nazvany OutFish, jenz obsahuje kombinaci
m imputovanych souboru. Prvnich 10 pozorovani tohoto souboru dat ilustruje tabulka
€. 11. Z obrazku je patrné, ze procedura Ml nahradila chybé&jici hodnoty imputovanymi,
napfiklad do druhého pozorovani byla doplnéna hodnota proménné Species, a to jiz
v ramci prvniho imputovaného souboru.

Tabulka ¢. 11: Soubor dat OutFish na vystupu procedury Ml (prvnich 10 pozorovani)
Obs| _Imputation_ | Species | Length| Height Width

1 1 Bream 30,0 11.520 4.02000
2 1 Bream 31.2 12480 4. 30600
3 1 Bream 31.1 12.378 4.69600
4 1 Bream 33.5 12,730 4.45600
5 1 Bream 34.0 12.444 | 4 652964
] 1 Bream 34.7| 13.602 4.92700
T 1 Bream 34.5 14180 5273900
8 1 Bream 35.0 12,670 4.69000
9 1 Bream 35.17 14.005 4.84400
10 1 Bream 36.2| 14227 4.95900

Zdroj: viastni zpracovani

Vystupem procedury MI je také informace o rozptylu, a to jak mezi imputovanymi
soubory, tak i v ramci imputovanych soubor(, ktery je potfebny k nasledné inferenci
procedurou MIANALYZE. Informace o rozptylech je zaznamenana v tabulce €. 12.

Tabulka ¢. 12: Odhad rozptylu v ramci imputovanych soubort a mezi soubory imputace
Variance Information (25 Imputations)

Relative Fraction
Variance Increase Missing  Relative
Variable Between  Within Total DF | in Variance Information Efficiency

Height | 0.010482 0.296800 0307701 472534  0.036730 0.035529 0.998581
Width 0.000534 0.014490 0.015045 47171 0.038339 0.037032 0.998521

Zdroj: viastni zpracovani

Po vytvofeni m imputovanych soubort pomoci procedury Ml se pfechazi Ize pfrejit
ke standardni statistické analyze uvedenych m imputovanych souborli. Nasledujici
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pfikazova sekvence vytvaii datové soubory, které obsahuji odhady parametrd
a odpovidajici kovarian¢ni matice odhadovanych pomoci logistické regrese. Pomoci
standardni procedury LOGISTIC se pro kazdy imputovany soubor generuji odhady
parametrl logistického imputaéniho modelu (v procedufe MI je tento model zadany
pfikazem LOGISTIC). VSech m imputovanych souborl je ulozeno v souboru OutFish
z vystupu procedury MI:

proc logistic data=OutFish;
class Species;
model Species= Length Height Width Height*Width / covb;
by Imputation ;
ods output ParameterEstimates=lgparms CovB=lgcovb;
run;

Vystupem procedury LOGISTIC je soubor s odhady parametri a odhady jejich
standardnich chyb nazvany LGPARMS pro vSech m imputovanych soubort. Odhady
kovarianénich matici vSech m imputacnich modell jsou ulozeny ve vystupnim souboru
LGCOVB. Oba tyto soubory odhadl parametrd a kovarianénich matic z vystupu
procedury LOGISTIC jsou vstupnimi soubory do procedury MIANALYZE v posledni
fazi procesu imputacniho procesu - kombinace vysledkl imputace m imputovanych
souborl a celkové statistické inference. Podobnym zplsobem Ize analyzovat i linearni
regresni model z procedury Ml (v procedufe Ml je tento model zadany pfikazem REG).

ZavéreCnou fazi imputacniho procesu je pouziti procedury MIANALYZE, jejiz
pomoci lze vysledky z m imputovanych (Uplnych) datovych soubor( se zkombinovat
pro ucely inference. K tomuto ucelu Ize pouzit nasledujici sekvenci pfikazu:

proc mianalyze parms=lgparms covb=lgcovb;
modeleffects Intercept Length Height Width Height*Width;
run;

Vstupnimi soubory pro proceduru MIANALYZE jsou soubory s odhady parametra
(LGPARMS ) a odhadu kovarian€nich matic (LGCOVB) pro vSech m imputovanych
(uplnych) datovych souborl z vystupu analytické procedury LOGISTIC, tj. soubory se
vlozi do procedury MIANALYZE pomoci pfikazG PARMS= a COVB=. Pfikaz
MODELEFFECTS umozZhuje analyzovat vliv jednotlivych efektd (nezavislych
proménnych) v imputaénim modelu.

Vystup procedury MIANALYZE predstavuji informace, které slouzi jako vysledna
statisticka inference po realizovaném procesu imputace. Procedura MIANALYZE
kombinuje vstupni informace vSech ze vSech m imputovanych soubort do vyslednych
odhadu a zajistuje tak statistickou inferenci celého procesu imputace. Tabulka Model
Information obsahuje informace o datovych souborech vstupujicich do analyzy
procedurou MIANALYZE a udaje o poctu imputaci. Odhady celkového rozptylu v€etné
sloZek rozptylu jsou zaznamenany v tabulce Variance Information. Pfehled odhadu
parametrd imputacniho modelu v€etné odhadud standardnich chyb regresnich
koeficientl obsahuje tabulka Parameter Estimates. Ukazku statistické inference
procedurou MIANALYZE ilustruje tabulka €. 13.
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Tabulka ¢. 13: Ukazka vystupt procedury MIANALYZE po procesu imputace

Model Information
PARMS Data Set WORK LGPARMS
COVB Data Set WORK LGCOVB
Number of Imputations 25

Variance Information (25 Imputations)

Relative Fraction
Variance Increase Missing| Relative
Parameter Between Within Total DF in Variance Information Efficiency
Intercept 400.704089 180035 180452 45E6  0.002315 0.002310  0.999908
Length 0.080968  38.419197| 38.503404 5.02E6  0.002192 0.002187  0.999913
Height 2408527 1136.358955 1138.863824 4.96E6  0.002204 0.002200  0.999912
Width 32413980 9735.783085| 9769.493624 2 02E6  0.003463 0.003452 0.999862

Height*Width 0.077975  33.699632  33.780726 4.16E6  0.002406 0.002401  0.999904
Parameter Estimates (23 Imputations)

t for HO:
Parameter Estimate  Std Error| 95% Confidence Limits DF  Minimum Maximum Theta Parameter=Thetal Pr > |t
Intercept -39.590964 424796213 872176 7929945 4.5E6 -125.766370 -22.874243 0 .09 0.9257
Length 0542283 6205111 12704 116195 5.02E6  -1.379808 -0.139264 0 -0.09 0.9304
Height 5.688145 33747057 60455 718312 4.96E6 4215492 12157530 0 0.17 0.8661
Width 7243556 96.84074%  -186.481 2009680 2.02E6  -0.014259 24.73207% 0 0.07 0.9416
Height'Width = -0.650649 5812119  -12.042  10.7409 4.16E6  -1.767419 -0.392503 0 011 0.9109

Zdroj: viastni zpracovani

7. ZAVER

V soucasné dobé jsou neuplné (chybégjici) udaje velmi ¢astou soucasti souboru dat,
pricemz jejich vyskytu neni pfikladan dostate¢ny vyznam. VétSina vyzkumnika pfi
obvyklych analyzach dat zaznamenanych ve statistickém Setfeni vypousti
zpravodajské jednotky s chybé&jicimi udaji z analyz bez ohledu na mechanismus, ktery
chybéjici data generuje. Nepfiznivé dusledky takového postupu v odhadovani
parametrd populace je mozné do urcité miry kompenzovat vyuzitim informaci
o populaci (pokud jsou k dispozici).

PFi feSeni problému imputace chybéjicich dat by vyzkumnici méli zvazovat moderni
statistické pfistupy vychazejici z bayesovského modelovani chybéjicich dat. | kdyz
bayesovské metody ve srovnani s klasickymi postupy vyzaduji hlubSi znalosti teorie
soucasné s urCitymi vypoc€etnimi dovednostmi, jejich spravna aplikace ve vyzkumné
cinnosti se rozhodné vyplati. Bayesovska statistika poskytuje obecnéjsi pfistup pro
statistickou inferenci. Na rozdil od Cetnostni statistiky bayesovsky pfistup povazuje
odhadované parametry jako nahodné, jejichZz rozdéleni je mozné upresnovat
informacemi ziskanymi z dat. Navic v kontextu bayesovského pfistupu jsou znalosti
zkoumaného fenoménu, které Ize efektivné vyuzit, zpravidla vzdy dostupné.
V soucCasné dobé je aplikace bayesovskych metod mnohem pfistupnéjsi, protoze uz
existuji vhodné volné pfistupné programy i placené programové systémy, napfiklad
pravé SAS.

Zvolené priklady do tohoto pfispévku patfi k tém jednodussSim imputacnim

Mg wiv s

typy imputaci vyzaduji sofistikovangjsi statistické pfistupy. Cilem zvolenych pfikladu
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bylo pfiblizit podstatu nahrazovani chybéjicich hodnot s durazem na ulohu
bayesovského modelovani. DalSim cilem ¢lanku je ilustrovat mozZnosti programového
systému SAS pfi feSeni nahrady imputacemi chybéjicich dat. BliZSi popis a moznosti
procedur SAS pro aplikaci imputacnich metod bychom chtéli uvefejhovat
v nasledujicich vydanich, nebot’ problematika imputaci a jejich feSeni v programovém
systému SAS je tak rozsahla, ze neni mozné vSe obsahnout jedinym pfispévkem.
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RESUME

Zejména pro analyzy metodami vicerozmérnych statistik pfedstavuji chybéjici udaje
problém. Ackoliv neuplna data ve vybé&rovém souboru mohou byt zastoupena
v relativné malém procentu, mlze tato situace v zjisSténych datech vyustit v relativné
velmi maly soubor s kompletnimi Udaji; zejména v pfipadé&, kdy u rdznych jednotek
chybi hodnoty riznych veli¢in. V bézné praxi vybérovych zjistovani jednotky, u kterych
byly zaznamenany nevyplnéné hodnoty zjiStovanych ukazatell, jsou pFevazné
z dalSich analyz vylou€eny. Vynechani jednotek z analyz mize mit znaéné negativni
dopady — sniZeni pfesnosti odhadl a sily vykonavanych statistickych testd a maze
vést az ke zkreslenym vysledkim nevhodnych k zobecriovani na cilovou populaci.
Bayesovské modelovani — nahodné vybéry z aposteriornino rozdéleni, simulace
pomoci metody Monte Carlo a Markovskych fetézcl-predstavuji pevny zaklad témeér
celé kategorie parametrickych metod imputace. | kdyz nejdilezitéjsi faktor
v podminkach neuplnych dat pfedstavuje mechanismus chybé&jicich hodnot, ktery ma
nejvyrazngjSi vliv na uspésnost rozmanitych metod prace s chybégjicimi hodnotami,
znalost a spravné pouziti metod statistického modelovani vychazejici z daného
konkrétniho vybéru (vzorku) v kombinaci s apriornimi znalostmi i informacemi je
vyznamnym predpokladem pro korektni nahrazovani chybéjicich udaji imputovanymi
daty.

RESUME

Missing data is especially a problem for analyses using multivariate statistical methods.
Although the incomplete data in the random sample may be represented by a relatively
small percentage, this situation may result in a relatively very small set of complete
data in the observed data; especially when the values of different quantities are missing
for different units. In the normal practice of sample surveys of these units, for which
unfilled values of the surveyed indicators were recorded, they are mostly excluded from
further analyses. Removing units from analyses can have significant negative effects
- reducing the accuracy of estimates and the power of performed statistical tests - and
can lead to distorted results unsuitable for generalization to the target population.
Bayesian modeling-random sampling from the posterior distribution, Monte Carlo
simulation, and Markov chains-forms a solid foundation for almost the entire category
of parametric imputation methods. Although the most important factor under
incomplete data conditions is the mechanism of missing value, which has the most
significant impact on the success of the various methods for working with the missing
values, knowledge and correct application of statistical modelling methods based on
a given specific sample, combined with a priori knowledge or information, is an
important prerequisite for a correct replacement of missing data with the imputed data.
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