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Roman PAVELKA
Statisticky urad Slovenskej republiky

STATISTICKA ANALYZA CHYBEJICICH DAT
STATISTICAL ANALYSIS OF MISSING DATA

ABSTRAKT

Standardni statistické metody byly vyvinuty pro analyzu soubort dat v maticovém
usporadani. Radky datové matice tradiéné reprezentuji jednotky, oznadované také
jako pfipady, pozorovani nebo pfedméty — v zavislosti na kontextu. Mé&fené, resp.
zjiStované proménné nebo také charakteristiky pro kazdou sledovanou jednotku
predstavuiji sloupce matice dat. Udaje v datech matice jsou témé&f vzdy realna &isla
u spojitych proménnych, jako je vék anebo pfijem, trzby, nebo pfedstavuji kategorialni
odpovédi, které mohou byt uspofadané (napf. velikostni kategorie, uroven vzdélani)
nebo neuspofadané (nominalni), jako je napfiklad odvétvi ekonomické cinnosti,
pohlavi, rasa apod. V praxi vybérovych zjistovani se vSak €asto objevuji datové matice
pozorovanych hodnot, ve kterych hodnoty nékterych charakteristik nejsou
zaznamenany a jsou chybéjici. Napfiklad chybéjici hodnoty trzeb, obratu anebo jinych
ekonomickych ukazatell v podnikovych zjiStovanich nebo odmitnuti poskytnuti
hodnoty pfijmu u respondentl v Setfeni domacnosti. Pfispévek se zabyva statistickou
analyzou takovych datovych matic, ve kterych hodnoty jedné nebo vice proménnych
nejsou kompletné vyplnény.

ABSTRACT

Standard statistical methods have been developed for the analysis of data sets in
a matrix arrangement. The rows of a data matrix traditionally represent units, also
referred to as cases, observations, or subjects - depending on the context. The
measured or the surveyed variables or characteristics for each monitored unit
represent the columns of the data matrix. Data in matrix data are almost always real
numbers for continuous variables such as age or income, turnover, or represent
categorical responses that can be ordered (e.g. size category, level of education) or
unordered (nominal) such as a sector of economic activity, gender, race, etc. In the
practice of sample surveys, however, data matrices of the observed values often
appear in which the values of some characteristics are not recorded and are missing.
For example, the turnover's missing values, turnover and/or other economic
indicators in business surveys or refusal to provide income values for respondents in
household surveys. The paper deals with the statistical analysis of such data matrices
in which the values of one or more variables are not completed in full.

KLICOVA SLOVA
mechanismus chybéni, neuplna data, statisticka inference, statistické modelovani
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1. UVOD DO PROBLEMATIKY CHYBEJICICH UDAJU

Problém neuplnych dat se v praxi vyskytuje velmi ¢asto. Napfiklad mira navratnosti
vyplnénych statistickych formulari v podnikovych Setfenich se pohybuje v zavislosti
na typu a periodicité dotazovani od 50 % do 70 %, pficemz odpovédi vybranych
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statistickych jednotek mnohdy nebyvaji kompletni a také ani bezchybné. Vy3$Si mirou
navratnosti se vyznacuji socialni statistiky, napfiklad Setfeni domacnosti, kde vybrané
domacnosti jsou dotazovany pomoci specialné skolenych dotazovateld. Vyznamnym
faktorem pfi zjiStovani potfebnych Udaju je neochota respondentu, ktefi Casto odpovéd
neznaji, odpovédi si nepamatuji anebo odpovédét jednoduse nechtéji. Nasledna
chybéjici data, Ize pfi statistické inferenci vice ¢i méné ignorovat. Zde je viak potfebné
si odpoveédét na otazku: jedna se o spravné statistické postupy?

Za chybéjici udaje jsou povazovany takoveé udaje, které v datové matici chybi
u nékterych (nikoliv u vSech) proménnych a u nékterych (nikoliv u vSech) respondentt
(pfipadd, resp. zpravodajskych jednotek). Tyto chybéjici udaje v datové matici jsou
problematické predevSim z toho duvodu, ze vétSina soucCasnych analytickych
programu a nastroju pfedpoklada datovou matici uplnou. Pokud tomu tak neni, dochazi
pfi analyzach nejCastéji k ignorovani pfipadd, jimz nékteré sledované hodnoty chybi.
Proto mlze byt tento postup zpracovani dat nevhodny a vysledné statistické usudky
mohou byt vice ¢i méné chybné.

Jednim z problému neuplnych dat je skute¢nost, ze mnohdy neni znam duvod
chybéjicich pozorovani. Neni jasné, zda mechanismus vzniku chybéjicich dat' je zcela
nahodny, nebo zda tento mechanismus zavisi na pozorovanych ¢&i dokonce
na nepozorovanych hodnotach [11]. Cilem tohoto pfispévku je provést statistickou
analyzu chybéjicich dat, a to zejména s dlirazem na popis a modelovani mechanismu
chybéjicich dat. Po nezbytném teoretickém uvodu bude na nékolika pfikladech
umélych dat realizovdano modelovani tohoto mechanismu a nacrtnuty metody
spravného postupu pfi statistickych analyzach neuplnych dat.

2. DEFINICE MECHANISMU CHYBENI DAT A PRIDRUZENYCH VELICIN
Mechanismus chybéjicich dat je obvykle definovan jako statisticky vztah mezi
subjekty, proménnymi a pravdépodobnosti chybéjicich dat [3]. Tento model umoznuje
vypocitat pravdépodobnost chybéjiciho udaje pro kazdy zpravodajsky subjekt
a analyzovanou proménnou. Pfikladem takového modelu pro chybégjici data je
pravidlo, Zze ,kaZda zpravodajska jednotka s pravdépodobnosti 20 % bude mit
ve sledované hodnoté proménné Y udaj chybéjici“. Statistické vyjadfeni modelu
spociva ve stanoveni pravdépodobnosti pro chybéjici udaje P(M = 1) = 0,2, kde M je
nahodna indikatorova proménna M = 1 indikujici chybéjici hodnotu v proménné Y
a M = 0 indikujici pozorovanou hodnotu. Statisticky model o chybéjicich datech
predpoklada, Ze pravdépodobnost, Ze chybi udaj u jednoho subjektu (pozorovani), je
nezavisla na pravdépodobnosti, ze bude chybét udaj v proménné u subjektu
(pozorovani) jiného. Prfedpoklad nezavislosti je spolecny predpoklad pfi generovani
chybéjicich dat [5]. Zjistény vybérovy soubor muze obsahovat i vice mechanismi
generovani chybéjicich dat, a to jak pro kazdou proménnou, tak i pro vice proménnych.

Stejné jako jiné druhy statistickych modeltd ma mechanismus chybéjicich dat jeden
nebo vice parametrd. Tyto parametry jsou spojeny s rozdélenim indikatoru chybéjicich
dat M. Pro uspéSné modelovani chybéjicich dat je potfebné specifikovat tyto
parametry spojené s modelem neuplnych dat. Jelikoz se tyto parametry modelu
neuplnych dat tykaji populace, parametry je mozné pouze odhadovat. A¢koli se stiedni

! Mechanismus chybéjicich dat jako proces zpusobujici chybéni v datech byl pro dalsi analyzy dat
poprvé formalné definovan v praci [11].
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hodnota odhadovanych hodnot parametru béhem opakovanych vybéri z populace
rovna skuteCné hodnoté parametru, v konkrétnich vybérovych souborech se
odhadovany parametr obvykle li§i od skute¢né hodnoty parametru. Znalost pravidla
statistického modelu pro chybgjici data usnadfiuje datovym analytikiim zjistit mnoho
vlastnosti vytvarenych chybéjicich dat.

V realném vyzkumu existuje mnozstvi dlivodu, pro¢ mohou udaje chybét (zabyvaiji
se jimi napfiklad v praci [7]). Tyto davody zaroven ovliviiuji rozloZeni chybéjicich dat
v datové matici. Aby bylo mozné ze ziskanych dat vyvodit spravné statistické zavéry,
i za podminek neodpovédi, je nutné v ramci standardniho statistického usuzovani
zahrnout do statistické inference i vliv zjiSténych neodpovédi. Rozdéleni chybéjicich
udajl je pfitom jednim ze zasadnich pfedpokladl pfi rozhodovani o zpUsobu prace
s témito daty. Pro zkoumani charakteru rozdéleni chybéjicich dat v datovém souboru
proto byly podle [11] zavedeny pfidruzené indikatorové proménné, které umoznuji
priblizit davody chybéni dat.

3. KLASIFIKACE MECHANISMU CHYBENI DAT

Mechanismus vzniku chybéjicich udaju, kterym se pro ucely analyzy rozumi jejich
vztah k hodnotam dalSich proménnych v datovém souboru, je pro nalezeni
adekvatniho postupu v procesu statistické inference podstatny. Vysvétleni vzniku
chybéjicich udaji a argumenty pro nakladani s datovymi soubory obsahujici chybéjici
udaje je tfeba hledat uz v procesu sbéru dat. Na zakladé klasifikace uvedené v praci
[11] nebo [2] podle mechanismu vzniku mohou pak chybéjici udaje byt [10]:

e zcela ndhodné (Missing Completely at Random — MCAR), kdy rozdéleni nahodné
veli€iny M nezavisi na Y, neboli pravdépodobnost, Ze udaj bude u jednotky chybét,
nezavisi na hodnotach pozorované €i chybégjici nahodné veliCiny Y (napfiklad
chybéjici udaje o pfijmu nezaviseji na tom, zda jde o pfijmy malé Ci velké, pfijmy
muzU &i Zen atd.). Jedna se o nejvice Zadouci pfipad, ktery nezpusobuje zkresleni
provadénych odhad;

¢ nahodné (Missing At Random - MAR), kdy rozdéleni nahodné veliiny M zavisi
pouze na zjisténych (pozorovanych) hodnotach nahodné veliiny Y (napfiklad
chybéji spiSe udaje o pfijmu muzl, nezavisle na tom, zda jde o pfijmy menSi i
vétsi). Jedna se o pfipad chybéni, které je také Zadouci. MCAR je ziejmé zvlastnim
pfipadem MAR;

e nenahodné (Not Missing At Random — NMAR), kdy rozdéleni nahodné veli¢iny M
zavisi na chybgjicich hodnotach sledované Y. Napfiklad pokud chybéji pfevazné
Udaje o pfijmu muzd, které jsou spiSe vySsi. Jedna se nejproblematictéjsi pripad.

Formalné se podle [9] vySe uvedena klasifikace mechanismu chybéni dat da vyjadfrit
pomoci podminé&ného rozdéleni pravdépodobnosti P(M|y) indikatoru chybgjicich dat
(nahodné veliCiny) M za podminky realizace sledované nahodné veli€iny Y, kde Y =

(Yl,---Yp)T reprezentuje nahodny vektor p sledovanych proménnych a y=

(yl,---yp)TpFedstavuje realizaci Y. Pro definici jednotlivych typd mechanismi
neuplnych dat se dale bude predpokladat, ze chybéjici hodnoty obsahuje pouze
nahodna proménna Y;. Nahodny indikator neuplnych dat M s hodnotou 1, tj. M =1,
bude proto indikovat chybé&jici hodnoty v proménné Y.
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Zcela nahodny mechanismus chybéni dat (anglicka zkratka MCAR) vznika tehdy,
kdy rozdéleni pravdépodobnosti P(M|y) indikatorové veliiny M nezavisi na
realizovanych hodnotach pozorované Ci chybégjici veliiné Y, {j.

P(M =1|y) = P(M =1) a P(M = 0|y) = P(M = 0) (1)

Predpoklad toho, ze data chybéji zcela nahodné (MCAR), patfi k tém nejpfisné&jSim.
K definovani zbyvajicich typl mechanismu chybéni je nutné rozdélit realizaci
sledované nahodné proménné Y; na hodnoty pozorované (y,,s)? a hodnoty
nepozorované (chyb&jici) (Ymiss)Ts - ¥ = Wobs Ymiss) '~ JelikoZz podle predpokladu
chybéjici hodnoty obsahuje pouze nahodna proménna Y, pak plati, ze y,iss = V1

a Yops = (yZJ"'yp)T-

Nahodné rozlozeni chybéjicich dat (MAR) je méné striktinim predpokladem.
Rozdéleni chybéjicich dat reprezentovaném rozdélenim indikatorové veli€iny M — a
i kdyz jsou data rozdélena nahodné — jiz neni nezavislé na sledovanych datech. Pro
rozdéleni indikatorové veli¢iny M plati, Ze zavisi na pozorovanych hodnotach (y,ps)T
nahodné proménné Y, ale nezavisi na chybgjicich hodnotach (y,,;ss)T této nahodné
proménné tj. pro nahodné rozlozeni chybégjicich dat (MAR) plati:

P(M = 1|(yobsr ymiss)T) =P(M = 1|(yobs)T) a (2)
P(M = Ol(yobsrymiss)T) =P(M = Ol(yobs)T)

Nenahodné rozdéleni chybéjicich dat (NMAR) vznika tehdy, kdyz rozdéleni
indikatorové proménné zavisi nejen na pozorovanych hodnotach Y, ale i na hodnotach
nepozorovanych (chybégjicich). Pro nahodné rozdéleni indikatoru M proto plati:

P(M = 1|(yobsr ymiss)T) a
(3)
P(M = Ol(yobs'Ymiss)T)-

Z vySe uvedenych definic jednotlivych typd mechanismu chybéni vyplyva, Ze zcela
nahodny mechanismus chybéni dat lze byt povazovan za specialni pfipad
mechanismu chybéni nahodného a nenahodného. Jsou-li nahodné nelpina data
nezavisla na pozorovanych hodnotéach (y,,s)7, tj. zavislost mechanismu chybéni na
pozorovanych hodnotach je nulova, jsou data zcela nahodné chybéjici (MCAR). Jsou-
li netipina data zavisla na chybégjicich hodnotach (v,,;ss)7, tj. zavislost mechanismu
chybéni na nepozorovanych hodnotach je nenulova, jsou data nahodné chybéjici
(NMAR). Vztahy mezi jednotlivymi typy mechanismy chybéni pro spojita rozdéleni
ilustruje obrazek €. 1.

Obrazek ¢. 1: Vztahy mezi jednotlivymi typy mechanismu chybéni podile [14]

Pravdépodobnost chybéni dat
nezavisi ani na chybéjicich ani na

Zvysovani zavislosti
pozorovanych hodnotach

Zvysovani zavislosti
na chybéjicich hodnotach na pozorovanych hodnotach

< >
N 14

NMAR MCAR MAR
Zdroj: viastni zpracovani podile [12]

6 Slovak Statistics and Demography 2/2024



Roman PAVELKA: Statisticka analyza chybéjicich dat

4. IGNOROVATELNY A NEIGNOROVATELNY MECHANISMUS CHYBENI DAT

Ignorovatelna data jsou typy chybéjicich dat, které lze efektivné zpracovat
modernimi technikami pro odhady za podminek chybéjicich dat, jako jsou expektacni-
maximaliza¢ni algoritmy, metody maximalné-vérohodné odhadd a metody
mnohonasobné imputace. Chybéjici data musi splfiovat dvé podminky, aby se stala
ignorovatelnymi chybéjicimi daty:

e chybéjici udaje jsou bud chybéjici podle mechanismu MCAR nebo MAR a
e parametry spojené s konkrétnim pravidlem pro chybgjici data se liSi od parametrd
spojenych s distribuci promé&nnych v datovém souboru [11].

Druha podminka znamena, Ze parametry souvisejici s rozdélenim indikatoru
chybéni M se liSi od parametrt spojenych s pravdépodobnostnim rozdélenim Y. Pro
pochopeni duvodu, pro¢ jsou tyto podminky potfebné, necht @ resp. ¢ oznaluji
parametry spojené s rozdélenim Y, resp. M, a necht f(y, m; 0, ¢) oznacuje sdruzenou
hustotu pravdépodobnosti rozdéleni M a Y. Vzhledem k tomu, Zze 0 resp. ¢ jsou
parametry vzajemné odliSné, za podminek neuplnych dat, pravdépodobnost
pozorovanych dat Ize ziskat prostfednictvim okrajové (marginaini) hustoty (vops)T
takto:

f(yobs'm: 0, (,0) = ff()/obs' Ymiss; e)f(m|)/obs' Ymiss; (p)d)/miss- (4)

Jsou-li neuplna data zcela nahodné chybéjici (MCAR), potom:

fMUYobs, Ymiss: ) = f(m; @). ()

Jsou-li neuplna data nahodné chybégjici (MAR), potom:

fM|Yobs) Ymiss: @) = f(M|Yops; ). (6)

Jelikoz ani f(m; @) , ani f(mlyyps; @) nezahrnuji y,.iss, 1ze hustoty f(m; @)
i f(m|y,ps; @) Vyjmout pfed integral (vzorec 4) a pro maximalné-vérohodné odhady je
postacujici integral [ f(Yobs, Ymiss; 0)dYmiss k odhadu parametru 8 maximalizovat jen
a pouze vzhledem k parametru 6. | v pfipadé€, Ze neuplna data typu MAR nesplnuji
druhou podminku o rdznych parametrech 6 a ¢, statistické metody predpokladaji
ignorovatelnost mechanismu chybéni (i kdyz ne optimalni, ale stale vyhovujici pro
nevychylené odhady). V praxi jsou proto mechanismy chybéni zcela nahodné (MCAR)
a nahodné (MAR) povazovany za ignorovatelné a mechanismus nenahodnych
chybéni (NMAR) implikuje mechanismus chybéni neignorovatelny.

5. VZORY CHYBEJICICH DAT

Vzor chybgjicich dat? se tyka usporadani pozorovanych a chybéjicich hodnot
v souboru dat [4]. Casto se zamé&fiuje s mechanismem neuUplnych dat (napf. [8]). Rozdil
je v tom, ze specificky mechanismus chybéni dat je datové pravidlo v neupinych
datech, které popisuje vztah mezi subjekty (zpravodajskymi jednotkami)
a pravdépodobnosti chybéjicich dat. Na druhou stranu specificky chybéjici datovy vzor
je datova konfigurace, ktera popisuje umisténi chybéjicich hodnot v datech.

2 Vzor chybéjicich dat je preklad anglického originélu Missing Data Pattern.
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Obecné existuji tfi druhy chybéjicich datovych vzorl. Jednorozmérny vzor vznika,
kdyz chybi hodnoty u jedné proménné nebo skupiny proménnych, ktera je bud zcela
pozorovana, nebo zcela chybi pro kazdy pfipad (zpravodajskou jednotku), ale vSechny
ostatni proménné jsou zcela pozorovany [12] (viz obrazek €. 2a). Jednorozmérny vzor
dat; jeden vzor, kde subjekty maji Uplna data, a druhy vzor, kde subjektliim vice ¢i méné
chybi data. DalSim typem chybéjiciho vzoru je monotdnni vzor neuplnych dat (napf.

[12]). V monoténnim chybéjicim vzoru Ize skupinu proménnych (Yl, Yp)T sefadit tak,

ze pokud chybi hodnota Y; u j-té zpravodajské jednotky, pak hodnoty (Yj+1,---Yp)T
také chybi (viz obrazek €. 2b). Na jednorozmérny vzor lze pohlizet jako na zvlastni
pfipad monoténniho vzoru. A kone¢né, obecny vzor chybéjicich dat se vytvofi, kdyz
muzZe chybét skupina proménnych pro jakykoli zpravodajsky subjekt. Toto vytvafi
datovy soubor s chybéjicimi hodnotami rozptylenymi v datové matici nahodnym
zplsobem [4] (viz obrazek €. 2c). Uvedené vzory chybéni dat jsou ilustrovany
na obrazku ¢&. 2.

Obrazek ¢. 2: llustrace zakladnich typu vzoru neuplnych dat
a) Jednorozmérny b) Monotdénni c) Obecny
Y: Y, Y3 V¥, Y: Y2 Y3 Vs Y: Y, Y3 Vs

Oznacuje pozorovanou hodnotu
Oznacuje chybéjici hodnotu
Zdroj: viastni zpracovani podile [12]

PfestoZze datovy vzor neuplnych dat a mechanismus neuplnych dat maji odliSny
vyznam, vzajemné se ovliviuji. Vzhledem ke konkrétnimu pravidlu pro chybéjici data
s urcitym typem mechanismu chybéjicich dat bude uréen pocet a typ vzoru neuplinych

dat. Ma-li napfiklad datova mnozina proménné (Yl,---Yp)Ta pokud pravidlem
chybéjicich dat je, Ze kazdy subjekt ma pravdépodobnost 20 % chybé&jicich hodnot
v proménné Y, pak je vzor nelplinych dat jednorozmérny, coz se rovna dvéma vzorim
chybéni.

| kdyz vzory neuplnych dat nemaiji pfimy vliv na mechanismus neuplnych dat, je
znalost vzoru neuplnych dat pro volbu efektivni metody odhadu parametrd velmi
dalezita [11].

6. STATISTICKE MODELY CHYBEJICICH DAT
Statistické modely zcela nahodného mechanismu chybéni (MCAR)
Zcela nahodny mechanismus chybéni je charakterizovan pravdépodobnosti, Ze

u kazdé zpravodajské jednotky budou data neuplna v jedné anebo vice proménnych.
Pravdépodobnost chybéjiciho udaje je hodnota parametru oznaCovana jako m.
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Hodnota parametru ma vliv na o¢ekavané procento chybégjicich udaji a oéekavany
pocet vzorl chybéni vybérového souboru.

U dat s mechanismem chybéni typu MCAR s jednorozmérnym vzorem neuplinych
dat plati pro chybégjici udaje pravidlo, ze kazdému zpravodajskému subjektu je
pfifazena pravdépodobnost neuplnych udajd v proménné (proménnych). Pro neuplina
data tedy plati, Zze pravdépodobnost chybéni je P(M = 1) =, kde M je indikator
chybéjicich dat a m je parametr vyjadfujici hodnotu pravdépodobnosti chybéjicich
udaji. Na zakladé znalosti tohoto pravdépodobnostniho pravidla mohou vyzkumnici
urcit rizné vlastnosti spojené s udaji MCAR, v&etné oekavaného procenta chybéjicich
hodnot a o€ekavaného poctu chybéjicich vzorl neuplnych dat.

K pochopeni, jak zcela nahodny mechanismus neuplnych dat ovlivhuje vlastnosti
dat ve vybérovém souboru, je zavedena nahodna proménna K udavajici pocet
zpravodajskych jednotek (pfipadu) s chybéjicimi udaji. Za pfedpokladu nezavislosti
Sance chybéni udaju v proménné jedné zpravodajské jednotky na Sanci chybéni
u ostatnich jednotek, nahodna proménna K podléha binomickému rozdéleni
K~Bin(n,m), kde n je celkovy pocet zpravodajskych jednotek ve vybérovém souboru
a0<mn<1. Jelkoz E(K)=nm a Var(K) = nn(1 — m), potom oCekavané procento
chybéjicich hodnot je:

K

EQD =E(;) = yE®) =, (7)

n

kde ] =§ je nahodna proménna popisujici odhadované procento chybéjicich
hodnot ve vybérovém souboru. Rozptyl odhadu procenta chybéjicich udaju je:

Var([]) = Var (%) = Lvar(k) =720, (8)

Rozptyl odhadu procenta podle vzorce (8) vyjadfuje skutecnost, Ze se ve vybérovém
souboru nemusi objevit pfesna hodnota oéekavaného procenta chybgjicich udaju.

Na zakladé pravdépodobnosti neuplnych dat = je mozné ve vybérovém souboru
také odvodit oCekavany pocet vzorl chybéni. U dat s mechanismem chybéni typu
MCAR s jednorozmérnym vzorem neuplnych dat plati, Ze jeden vzor zahrnuje
zpravodajské jednotky s uplnymi daty; vzor druhy zahrnuje zpravodajské jednotky
s chybéjicimi hodnotami. Necht I;, pro j € {1,2}, je indikacni proménna udalosti, Ze
Jj—ty vzor neuplnych dat plati alespon u jedné zpravodajské jednotky z vybérového
souboru. Pravdépodobnost, Ze vzor neuplnych dat pro j = 1 nastal alespon u jedné
zpravodajské jednotky, je P(I; =1) =E(l;) =1—n". Pravdépodobnost, ze vzor
neuplnych dat pro j = 2 nastal alespon u jedné zpravodajské jednotky, je P(I, = 1) =
E(I;) =1—- (1 —m)™. Necht D oznacuje pocCet odliSnych vzord neuplnych dat, tj. D =

?:1 I;. O¢ekavany pocet odliSnych chybéjicich datovych vzord potom je:

ED)=E(Xi )=} E(j)=1-n"+1-(Q-m"=2—-n"-(1-m", (9)

Se zvySovanim velikosti vybérového souboru n oéekavany pocet vzorl neuplnych
dat konverguje hodnoté 2 (a to je maximalni pocet vzorl neuplnych dat pro dany
mechanismus chybéni).
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Objevuji-li se chybéjici hodnoty ve vice nez 1 proménné Y,,---Y;, proi € {1,---, 1},
potom Ize oekavat pfi stavajicim mechanismu chybéni celkem [ parametr(, my, -+ m;,
popisujici mechanism( neuplnych dat pro [ proménnych. Pro kazdou proménnou
s neuplnymi daty Y;, je oCekavané procento chybéjicich hodnot ve vybérovém souboru
a jeho rozptyl dané rovnicemi (7) a (8). Dany mechanismus chybéni, kde vzor
neuplnych dat obsahuje az [ proménnych s chybnymi udaji, mGze generovat az m =
2! vzorti neuplnych dat. O&ekavany pocet riznych vzor(i neuplnych dat ve vyb&rovém
souboru s [ proménnymi s chybé&jicimi udaji je definovan rovnici:

E(D) =m—Y7,(1—-n;), (10)

kde n4,::+,n, jsou odpovidajici pravdépodobnosti pro m vzorl neuplnych dat.
U zcela nahodného mechanismu chybéni (MCAR) pravdépodobnosti pro vytvofeni
vzorl neuplnych dat, tj. n4,---,n,;,, zavisi jen a pouze na pravdépodobnostech
neuplnych udajd, které se objevi v proménnych Y, ---Y,, pravdépodobnosti 7y, :-- ;.

Statistické modely nahodného mechanismu chybéni (MAR)

U vybérovych souborl s daty generovanymi nahodnym mechanismem chybéni
(MAR) zavisi pravdépodobnost, ze dana jednotka bude mit chybéjici hodnotu,
na pozorovanych hodnotach jinych proménnych. To znamena, ze pravdépodobnost
chybégjicich hodnot Ize prfedpovidat z pozorovanych hodnot jinych proménnych.
Proménnou, ktera muze predpovidat pravdépodobnost chybéjicich hodnot, je proto
mozné nazyvat jako prediktor chybéjicich dat. Prediktorem chybéjicich dat maze byt
jedna proménna datovy soubor nebo to mlize byt nova proménna, ktera je linearni
kombinaci nékolika proménnych v datovém souboru.

Modelovani neuplnych dat za podminek nahodného mechanismu chybéni MAR je

Mg wivs

e Pravdépodobnostni pravidla pro chybé&jici data jsou sloZitéjSi nez pravidla pro data
zcela nahodna a daji se rozdélit do nékolika kategorii:
o s jednoduchou rozhodovaci (diskriminacni) hodnotou,
o s vicenasobnymi rozhodovacimi (diskriminacnimi) hodnotami,
o percentilové rozhodovaci hodnoty,
o zalozené na logisticke regresi.

e Meziindikatorem chybgjicich dat a prediktorem chybéjicich dat se muze ménit sila
a tvar zavislosti. Sila zavislosti muze byt slaba nebo silna; tvar zavislosti muze byt
linearni nebo nelinearni.

Nahodny mechanismus chybéni MAR s jednoduchou rozhodovaci hodnotou
Pravdépodobnostni pravidla pro chybéjici data spojena s jedinou mezni hodnotou
zahrnuji ureni této mezni hodnoty pro kazdy prediktor chybéjicich dat. Pro neuplna
data s nahodnym mechanismem chybéni MAR je Y, proménna s chybégjicimidatya 'y,
je prediktor chybégjicich dat s hraniénim bodem a. V tomto pfipadé maji data
jednorozmérny vzor chybéni. Pravdépodobnostni pravidlo pro neuplna data je: pokud
ma jednotka hodnotu proménné Y, > a, pak pravdépodobnost, Ze chybi hodnota Y, je
m1; pokud ma jednotka hodnotu proménné Y, < a, pak jeho pravdépodobnost, Ze chybi
hodnota Y, je m,. Formalné Ize toto pravdépodobnostni pravidlo definovat takto: necht
M je indikator chybégjicich dat pro chybéjici data v proménné Y, a U je indikator
oznacujici, zda proménna Y, nabyva hodnoty a a vysSi ({j. U = 1, kdyZ2 Y, =aa U = 0,
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kdyz Y, < a). Indikator U je nahodna proménna, také prediktor chybéjicich udajd, a je
linearni funkci nahodné proménné Y,. Rovnice pravdépodobnostniho pravidla pro
mechanismus chybéni MAR Ize zapsat ve tvaru PM=1U=1)=m
aP(M =1|U =0) =m,. Pravdépodobnostni pravidlo chybéjicich udaji zahrnuje
pouze dva indikatory M a U, a proto jej |lze nejlépe ilustrovat pomoci kontingenéni
tabulky pro tyto dva indikatory. Tato kontingencni tabulka je uvedena na obrazku €. 3.

Obrazek ¢. 3: Kontingencni tabulka pro nahodny mechanismus neudplnych dat
s jednoduchou diskriminaéni hodnotou

M
U 1 0
1 P(M=1U=1PWU=1) =mym, P(M=0U=1DPW =1) =1 —n)m,
0 P(M=1|U=0)PWU=0) =mn,(1—mp) P(M =0|U = 0)P(U=0) = (1—1,)(1—m,)

M je indikatorova proménna oznadujici, kdy je hodnota proménné Y, chybégjici: M = 1, kdyzZ je

hodnota proménné Y, chybéjici, a M = 0, kdyZ neni hodnota proménné Y, chybéjici

U je indikatorova proménna oznacuijici, kdy je hodnota proménné Y, vétsi nebo rovna diskriminaéni

hodnoté a: U = 1, kdyZ je hodnota proménné Y, > a, a U = 0, kdyZ je hodnota proménné Y, < a.
Zdroj: vlastni zpracovani podle [9]

Symboly m; a m, oznacuji parametry vyjadfujici podminéné pravdépodobnosti
chybéjicich udaju v proménné Y,. Parametr m, je pravdépodobnost, Ze hodnota
vproménné Y, je rovna nebo Vvétsi nez a, t. P(Y,=a)=PU=1) = mn,.
Pravdépodobnost m, pfimo souvisi s meznim bodem a. K nastaveni hodnoty pro tento
parametr i, je potfebné pouze specifikovat mezni hodnotu a. Podobné jako u zcela
nahodného mechanismu chybéni |ze pro kazdy pravdépodobnostni parametr vypocitat
rozptyl spojeny s odhadovanou hodnotou [9]. Jestlize n je celkovy pocet jednotek
an, = nmn, je poCet jednotek s hodnotami proménné Y, > a, potom pfislusné rozptyly
pro odhadované r,, m; a m, jsou:

Var([y) = 57, (11a)
Var([ly) = 2™ a (11b)
Var([[,) = 24" (11c)

n

K ur€eni oCekavaného procenta chybéjicich hodnot v proménné Y, je nutné nejprve
vypocitat nepodminénou pravdépodobnost chybéjicich udaji v proménné Y;:

Tmiss= P(M = 1)
—P(M=1|U=1)PW =1)+P(M = 1|U = 0)(1 — P(U = 1)) (12)
=TTy + 7'[2(1 - 7'[0)

Pocet zpravodajskych jednotek (pfipadl) s chybéjicimi udaji je nahodna proménna
K podléhajici binomickému rozdéleni (pfedpoklada se nezavislost mezi vznikem
chybéjicich udaja), tj. K~Bin(n,m,,;). Ofekavané procento chybéjicich udajl
v proménné Y; ve vybérovém souboru je:
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E (%) =My + 1, (1 — 1), (13)

a rozptyl pro odhadované procento (13) chybé&jicich udaju v proménné Y, je:

K\ _ Tomiss(1—=Tomiss)
Var (%) = Tt Tniss) (14)
Ocekavany pocet vzort chybéjicich dat pro nahodny mechanismus chybéni se
podobné jako v (9) urCi rovnici:

E(D) =2- T[rr;liss - (1 - T[miss)na (15)

K posouzeni vlastnosti nahodného mechanismu chybéni patfi také i zjisténi sily
zavislosti mezi chybégjicimi udaji v proménné Y; na pozorovanych hodnotach
proménné Y, predstavované mirou asociace mezi indikatorem chybéjicich udaji M
a indikatorem U hodnoty proménné Y,. Pokud bude tato sila zavislosti nulova,
pozorované hodnoty proménné Y, nemaji vliv na chybéjici hodnoty proménné Y,
a z ndhodného mechanismu chybéni MAR se stava zcela nahodny mechanismus
chybéni MCAR (viz obrazek €. 1).

Podobné jako u ostatnich binarnich proménnych, silu zavislosti mezi indikatorem
chybéjicich udajd M a indikatorem U hodnoty proménné Y, lze méfit pomoci
absolutniho rozdilu pravdépodobnosti (ARD) anebo pouzitim poméru Sanci (OR), {j.

_PM=1U=1)/(1-PM=1U=1)) m/(1-m)

Ok = PM=1U=0)/(1-P(M=1|U=0)) m,/(1—m;,)

(17)

Symbol ARD [1] pro absolutni rozdil pravdépodobnosti vychazi z anglického nazvu
absolute risk difference a OR (z anglického nazvu Odds Ratio) znamena pomér Sanci.
Velka hodnota ARD, resp. hodnota OR vétSi nez 1 (€im dale od 1, tim vice) indikuje
silnou zavislost; je-li 1 —m; = 0 anebo 1 —m, = 0 pomér Sanci OR neni definovan.
Proto k méfeni sily zavislosti se spiSe pouziva ukazatel ARD.

Rovnice (16) a (17) méfi silu zavislosti mezi indikatory (binarnimi proménnymi) M
a U na urovni populace. Na urovni vybérového souboru se odhadovana sila zavislosti
muze liSit vzorek od vzorku. Odchylky spojené s odhadovanou ARD a odhadovanym
logaritmem poméru Sanci OR jsou nasledujici (odvozeni viz [14]):

Var([l - [12) = Var([ly) + Var([,) = 28 207 - (4g)

n n

Var(log (OR)) =1 ! ! L

mmy  (1-mdmy  ma(1-mp)  (1-mz)(1-10)

(19)

kde vyrazy ve jmenovatelich jsou definovany v kontingenéni tabulce na obrazku €. 3.

Jelikoz pomér Sanci Ize vyjadfit také pomoci logistického regresniho modelu [1],
vztah mezi indikatorem chybéjicich udaju M a U indikatorem hodnoty proménné Y, je
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mozné také vyjadrit na zakladé logistické regrese. Logaritmus poméru Sanci muze OR
byt predikovan pomoci indikatoru U takto:

log (Tmmmzs) = Bo+ B, (20)

kde koeficient B, je hodnota logaritmu® poméru $anci OR za platnosti U = 0:

Bo = log (%) = log( T2 )a (21)

1—7'[2

kde koeficient B; je hodnota logaritmu poméru Sanci OR:

B1 =log (OR) = log (M) (22)

my/(1-1m3)

Zrovnice (20) vyplyva, ze €im je vySSi hodnota koeficientu £, tim je silngjSi zavislost
mezi indikatory M a U. Rovnice (20) také dokazuje, Zze pravdépodobnostni pravidlo
s jednou diskrimina¢ni hodnotou je souCasné ekvivalentni logistickému regresnimu
modelu, ktery muze popisovat nahodny mechanismus chybéni MAR pomoci logistické
regrese.

Nahodny mechanismus chybéni MAR s vicenasobnou rozhodovaci hodnotou

U ndhodného mechanismu chybéni MAR s vicenasobnou rozhodovaci hodnotou je
tfeba zadat vice hrani¢nich bodu pro prediktor chybégjicich dat. Jednou z vyhod pouziti
vicenasobné rozhodovaci hodnoty je, Ze model Ize pouzit k vytvofeni linearniho
i nelinearniho vztahu mezi indikatorem chybéjicich dat M a prediktorem chybéjicich
dat Y,. K nelinearnimu vztahu dochazi, kdyZz subjekty s extrémnimi hodnotami
na prediktoru chybéjicich dat maji vySsSi nebo nizSi pravdépodobnost, ze nebudou
chybét, nez subjekty s hodnotami stfedniho rozsahu na prediktoru. Naproti tomu
k linearnimu vztahu dochazi, kdyz se pravdépodobnost, Ze bude chybét, postupné
zvysuje nebo snizuje s tim, jak se zvySuje hodnota prediktoru chybéjicich dat.

Pro vytvofeni nelinearniho vztahu predpokladejme, Ze pravdépodobnost
chybéjicich hodnot u proménné Y, zavisi na dvou hrani¢nich bodech, a a —a, hodnot
proménné Y,. Podobné jako u modelu s jednoduchou rozhodovaci hodnotou necht M
je indikator chybéjicich dat a U je indikator oznacuijici, zda je hodnota Y, mezi dvéma
diskrimina¢nimi body, tj. U =1, kdyZ Y, >a anebo ¥, < —aa U =0, kdyZ —a <Y, < a.
Toto pravidlo chybéjicich dat je stejné jako pravidlo pro model s jedinou rozhodovaci
hodnotou. Jinymi slovy, v pfipadé nelinearniho vztahu mize byt na chybégjici datové
pravidlo spojené s vicenasobnymi rozhodovacimi hodnotami nahlizeno tak, jako
na pravidlo chybgjicich dat spojené s jednoduchou rozhodovaci hodnotou. Disledkem
je, ze vtomto pfipadé lze v8echny rovnice pro model s jednoduchou rozhodovaci
hodnotou pouzit i pro model s vicenasobnymi rozhodovacimi hodnotami [14].

K vytvoreni linearniho vztahu mezi indikatorem chybéjicich dat M a prediktorem
chybéjicich dat Y, je nutné specifikovat alespor dva hrani¢ni body v prediktoru
chybéjicich dat Y,. Ve vétSiné pfipadl se specifikuji tfi nebo Ctyfi hraniéni body,
obvykle kvartilové nebo kvantilové hodnoty prediktoru chybéjicich dat ¥,. Proménna

3 Symbol log oznacuje logaritmus o zakladu e, tj. prirozeny logaritmus.
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Y, se rozdéli do Ctyf nebo péti skupin, pficemz hodnoty prediktoru chybéjicich dat
Y, u kazdé zpravodajské jednotky maiji stejnou Sanci byt v kterékoli ze skupin.

v v,

hodnotami, pravdépodobnost chybéni obvykle roste nebo klesa konstantni rychlosti.

Necht M je indikator chybégjicich dat a V je diskrétni uniformni nahodna proménna
vytvofena na zakladé hodnot Y, (ij. V lze povazovat za prediktor chybgjicich dat),
potom nahodna proménna V vystupujici jako prediktor chybéjicich dat Y, nabyva
nasledujicich hodnot:

ifY, < Q,
ifQ <Y, <0
ifQ2 <Y, <Q3
if¥, > Q,

(23)

B W N e

kde symboly Q,, Q,, a Q5 jsou kvartilové hodnoty prediktoru chybéjicich hodnot Y.
Pravdépodobnostni pravidlo chybéjicich dat pro proménnou Y, je potom:

PM=1V=1=m

PM=1V=2)=m,

PM=1|V=3)=m; (24)
a

PM=1V=4)=mn,

Pravdépodobnostni pravidlo chybéjicich udaji s vice diskriminaénimi hodnotami Ize
opét nejlépe ilustrovat pomoci kontingencni tabulky pro dva indikatory. Tato
kontingencni tabulka je uvedena na obrazku €. 4.

Obrazek ¢. 4: Kontingencéni tabulka pro nahodny mechanismus neuplnych dat s vice
diskriminaénimi hodnotami

M
14 1 0

1 PM=1V=1DPWV =1) =mm, P(M=0lV=1)PWV =1 =(-nr)mn,
2 P(M=1|V=2)PV =2) = n,m, P(M =0|V =2)P(V = 2) = (1 - ,)m,
3 P(M =1V =3)P(V = 3) = a1, P(M = 0|V =3)P(V = 3) = (1 — )1,
4 P(M=1V =4)PV =4) = m,m, P(M =0|V=24)PWV=4)=(1-r,)m,

M je indikatorova proménna oznacujici, kdy je hodnota proménné Y, chybéjici: M = 1, kdyzZ je
hodnota proménné Y, chybéjici, a M = 0, kdyZ neni hodnota proménné Y, chybéjici
V je diskrétni indikatorova proménna rovnomérné rozdélena oznacujici, ve kterém kvartilu hodnota
proménné Y, je: V=1kdyzZY,<Q;, V=2kdyz Q; <Y,<Q,,V=3kdyZQ,<Y,<Q;aV=4
kdyzY, = Q3, kde @4, Q, a Q5 jsou kvartilové hodnoty proménné Y.

Zdroj: vlastni zpracovani podle [9]

V pravdépodobnostnim pravidlu pro chybéjici data vystupuje 5 parametr. Z nich
jsou 4 pravdépodobnostni parametry m;, m,, m; and m,. Posledni parametr oznaceny
jako m, predstavuje pravdépodobnost indikatoru V, tj. P(V =i) = m, = 0,25, kde i €
{1,2,3,4}. Hodnota parametru m, je rovna 0,25, protoze prediktor chybéjicich hodnot
proménna Y, je kvartilovymi meznimi hodnota rozdélena na 4 stejné intervaly. Pro
kazdy parametr je mozné odhadnout rozptyl asociovany s odhadem poctu procent
chybéjicich udaju. Oznadi-li se n jako celkovy poc¢et hodnot v prediktoru chybéjicich
hodnot, tj. v proménné Y,, potom pocet hodnot v kazdém kvartilovém intervalu je n, =
non = 0,25n. Rozptyl odhadovaného parametru r, je definovan rovnici:
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Var([1o) = M, (25)

n

Rozptyly odhad( parametr( m; pro j € {1,2,3,4} jsou dany jako:

var([;) = 272, (26)

Odhad pravdépodobnosti chybéni hodnoty u kazdé zpravodajské jednotky lze
provést pomoci marginalni pravdépodobnosti, Ze indikator chybéni bude roven 1, tj.:

Tmiss= P(M = 1)
=PM=1V=0DPWV =1)+PM=1|V =2)P(V = 2)
+PM=1V=3)P(V=3)+PM=1|V=4)P(V =4)
=TTy + M + T3y + 4T

(27)

PocCet zpravodajskych jednotek (pfipadd) s chybéjicimi udaji v proménné Y, je
nahodna proménna K podléhajici binomickému rozdéleni (pfedpoklada se nezavislost
vznikl chybéjicich udaja), tj. K~Bin(n,my;s), kde n je celkovy pocet hodnot.
Ocekavané procento chybégjicich udaju v proménné Y, ve vybérovém souboru je:

E (g) =TTy + LT + T3 + T4 Ty, (28)
a rozptyl pro odhadované procento (28) chybéjicich idaju v proménné Y, je:

Var (%) _ ﬂmiss(l—ﬂmiss)_ (29)

n
Ocekavany pocet jedine€nych vzor( chybéjicich dat pro nahodny mechanismus
chybéni MAR s kvantilovymi hodnotami se podobné jako v (9) urci rovnici:

E(D) =2- T[rrrlliss - (1 - T[miss)na (30)

Silu zavislosti mezi indikatorem chybéjicich Gdajd M a indikatorem V hodnoty
prediktoru proménné Y, lze méfit pomoci prumérného absolutniho rozdilu
pravdépodobnosti AARD anebo pouzitim poméru Sanci OR. Pro pravdépodobnostni
pravidlo vyuZzivajici kvartilové hodnoty jako hodnoty rozhodovaci je AARD definovana
ve tvaru:

AARD = % (31)

V poméru Sanci OR vystupuji marginalni pravdépodobnosti pro indikator chybéni M
podle (27) jako pravdépodobnosti r,,;;c = P(M = 1), Ze udaj bude chybét, t;.:

log (OR) = log (%) (32)

Nahodny mechanismus chybéni s vicenasobnymi diskriminacnimi hodnotami je
pfimym rozSifenim modelu s jednoduchou rozhodovaci hodnotou.
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Nahodny mechanismus chybéni MAR s rozhodovacimi percentily

Pouziti percentild k rozhodovani je rozSifenim modelu s vicenasobnou rozhodovaci
hodnotou. V percentilové metodé zavisi pravdépodobnost, Ze u zpravodajské jednotky
bude hodnota chybét, na percentilovém poradi v prediktoru chybéjicich dat Y,. Proto
na percentilovou metodu Ize pohliZet jako na metodu s vicenasobnymi rozhodovacimi
hodnotami, kde kazda zpravodajska jednotka ma svdj vlastni hrani¢ni bod na zakladé
percentilového pofadi hodnot prediktorové proménné.

Necht' pravdépodobnost, Ze zpravodajska jednotka bude mit chybé&jici hodnotu
v proménné Y, bude zavisla na percentilovém pofadi hodnot prediktoru chybéjicich
dat, tj. proménné Y,. Necht pravdépodobnost, Ze zpravodajska jednotka bude mit
chybéjici hodnotu v proménné Y, bude Zzavisla na percentilovém pofadi hodnot
prediktoru chybéjicich dat, tj. proménné Y,. Necht nahodna proménna M bude v uloze
indikatoru chybéjicich dat. Bude-li pfimy vztah mezi indikatorem chybéjicich udaja
a prediktorem chybéjicich udaju Y,, potom pravdépodobnostni pravidlo pro chybgjici
udaj bude: jestlize hodnota v zavislé proménné bude odpovidat k-tému percentilu
proménné Y,, potom pravdépodobnost, Zze udaj bude nevyplnén v proménné Y,
odpovida k% pravdépodobnosti chybéni udaje v proménné Y, tj. P(M = 1|Y, = q;) =
k/100, kde g, je hodnota proménné Y, korespondujici k-tému percentilu. Bude-li
neprimy vztah mezi indikatorem chybéjicich udaji a prediktorem chybéjicich udaija,
potom pravdépodobnostni pravidlo pro chybéjici udaj bude: jestlize hodnota v zavislé
proménné bude odpovidat k-tému percentilu proménné Y,, potom pravdépodobnost,
Ze udaj bude nevyplnén v proménné Y,, odpovida (100 — k)% pravdépodobnosti
chybéni udaje v proménné Y,, tj. P(M =1|Y, = q;) =1 —k/100, kde g, je hodnota
proménné Y, korespondujici k-tému percentilu. Uvedena pravdépodobnostni pravidla
chybéni jsou jedinymi moznymi pravdépodobnostnimi pravidly spojenymi
s percentilovymi hodnotami. Jiné parametry nez vySe uvedené, se pii aplikaci
nahodného mechanismu chybéni s percentilovymi hodnotami nepouzivaji.

Aby bylo mozné vypocitat pravdépodobnost chybéjicich dat, je potfebné stanovit
pravdépodobnostni rozdéleni percentilové fady hodnot proménné Y,. Ktomu lze
vyuzit empirickou distribuéni funkci F(-) proménné Y,, ktera mapuje hodnoty
proménné Y,. do fady percentill. Percentilové hodnoty proménné Y, proto maiji
standardni rovnhomérné rozdéleni, tj.:

F(Y,)~Unif (0,1). (33)

Toho dusledkem je, Ze oCekavana percentilové pofadi zpravodajské jednotky je 50.
percentil, a tedy pravdépodobnost chybéjicich dat je vzdy 50 %, tj. P(M =1) = 0,5.
Podobné jako u predeSlych modell pocet zpravodajskych jednotek (pFipadl)
s chybéjicimi udaji v proménné Y, je nahodna proménna K podléhajici binomickému
rozdéleni (pfedpoklada se nezavislost mezi vznikem chybéjicich (daju), fj.
K~Bin(n,0,5), kde n je celkovy pocet hodnot. O&ekavané procento chybéjicich udaju
v proménné Y; ve vybérovém souboru j:

E (%) = 0,5, (34)
a rozptyl pro odhadované procento (34) chybéjicich idaju v proménné Y, je:
K 0,5(1-0,5) 0,25
Var (7)) = 2522 = 22 (35)
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Ocekavany pocet jedine€nych vzorl chybéjicich dat pro nahodny mechanismus
chybéni MAR s percentilovymi hodnotami se podobné jako v (9) ur€i rovnici

EMD)=2—-m}ec — (1 — i) =2—-0,5"— (1 —-0,5". (36)

U percentilové metody se neda ménit sila zavislosti mezi indikatorem chybéjicich
dat M a prediktorovou proménou Y,. Zpusobem, jak kvantifikovat silu zavislosti mezi
indikatorem chybéjicich dat a proménnou Y, jako prediktorovou proménnou vytvorené
percentilovymi hodnotami, je najit model logistické regrese, ktery pfi dostatecné
velkém n aproximuje pravdépodobnostni pravidlo chybéjicich dat [14], j.:

P(M=1) \ _ _
log (== (le)) =1,70 - Y, (37)

Nahodny mechanismus chybéni MAR jako model logistické regrese

Jak je patrné z rovnic (22), (32) a (37), pravdépodobnostni pravidla chybéjicich
udajl uvedena v predeslych podkapitolach se daji pfeformulovat do tvaru modeld
logistické regrese. Modeluje-li se nahodny mechanismus chybéni pfimo pomoci
logistické regrese, Ize povazovat logisticky regresni model pfimo jako
pravdépodobnostni pravidlo chybéjicich udaji a populaéni regresni koeficienty
asociované s modelem jako parametry tohoto pravdépodobnostniho pravidla.

Jestlize pravdépodobnost chybéjici hodnoty v proménné Y, i-té zpravodajské
jednotky je vztaZena k prediktoru chybéjicich hodnot (proménné Y,), potom regresni
logisticky model pro i-tou zpravodajskou jednotku je definovan jako:

Mi =1 i
lo (1}_)53(1\/11. = |1)|,)2’2)1)> = Po + B1" Y2, (38)

kde M; je indikator chybéjici hodnoty a y, ; je hodnota proménne Y, u i-té zpravodajske
jednotky. Parametry asociované s pravdépodobnostnim pravidlem chybéjicich udaju
jsou B, a B;. V zavislosti na hodnoté proménné Y, je pravdépodobnost, Zze udaj
v proménné Y, u i -té zpravodajské jednotky chybi, definovana rovnici:

P(M; = 1]y,;) = m (39)

Pro velké velikosti vybérového souboru (cca 10 000 zpravodajskych jednotek) Ize
odhadnout oCekavané procento chybé&jicich hodnot primérem pravdépodobnosti ve
tvaru:

1on 1

Tmiss =% L P(M; = 1|y,;) = 7 =1 FoFiar (40)

Z hlediska sily zavislosti mezi indikatorem chybéjicich udaju M a prediktorovou
proménou Y, vysSi hodnoty £, indikuji silnéjSi zavislost. Logisticky regresni model
viak nelze odhadnout, kdyz P(M; = 1|y,;) =1 nebo P(M; =0l|y,;) =1, protoze
logaritmus Sance indikatoru M neni v téchto pfipadech definovan nebo se rovna
nekonecnu. Vyhodou logistické regrese je, Ze pravdépodobnost chybéjicich hodnot se
postupné méni s tim, jak se méni hodnota prediktoru chybéjicich dat, coz vytvaFi
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vvvvvv

Nevyhodou metody logistické regrese je vSak to, Zze neumozriuje nastavit pfiliS silnou
zavislost mezi indikatorem chybéjicich dat M a prediktorovou proménnou Y.

Statistické modely nendhodného mechanismu chybéni (NMAR)

Nenahodny mechanismus chybgjicich dat (NMAR) se vyznacuje tim, ze vyskyt
chybéjicich hodnot zavisi na hodnotach y,,;ss, které nejsou pozorované. Nenahodny
mechanismus chybéni dat pfedstavuje podminéné rozdéleni pravdépodobnosti
indikatorové proménné M vzhledem k pozorované proménné Y urCené neznamymi

parametry o, tj. f(mlyobs: Ymiss; (,0)-

Modelovat mechanismus chybéjicich hodnot umozniuji dva rozdilné pfistupy uréené
pravé pro data, ktera nechybi nahodné.

e Prvni pristup predstavuji tzv. modely vybéru (selection models). U téchto
modell se v prvnim kroku specifikuje rozdéleni potencialné kompletnich dat (tzn.
datové matice Y, ktera je slozena z pozorovanych a chybgjicich hodnot). V dalSim
kroku se podle [11] specifikuje model [4], podle kterého zavisi vyskyt chybéjicich
hodnot na datové matici Y.

¢ Druhy pristup tvori tzv. modely smiSenych vzora (pattern-mixture models).
U tohoto pfistupu jsou jednotky rozdélené do skupin podle jedine€nych vzoru
chybéjicich hodnot. Nasledné se v kazdé ze skupin provadi statisticka analyza [2].
Pouzity pojem ,smiSené vzory“ ma indikovat, Ze vysledné marginalni rozdéleni
datové matice Y je smési nékolika rozdéleni [4].

PodrobnéjSi analyza nenahodného mechanismu chybéni v neuplnych datech

presahuje rozsah tohoto Clanku. DetailngjSi informace o mechanismu NMAR Ize
dohledat napfiklad v [5] nebo v [2].

7. UKAZKA STATISTICKYCH MODELU CHYBEJICICH DAT

Data pouzita k ukazce statistickych modell chybéjicich udaju

Pro ucely statistického modelovani chybéjicich udaju byla vygenerovana uméla
data. Jedna se o datovy vzorek se 100 hodnotami v rozsahu —10,4 az 14,1 u proménné
Y., pro které jsou jednotlivé modely chybéni dat modelovany, a v rozsahu 1 az 100
u prediktorové proménné Y,. Data jsou generovana z normalniho rozdéleni N(0,5).
Rozdéleni pravdépodobnosti m,,;;s chybéjicich hodnot v proménné Y, je modelovano
pomoci generatord nahodné proménné s rozdélenim pravdépodobnosti pro jednotlivé
typy mechanismu chybéni. V ramci modelovani mechanismu nahodného chybéni
MAR bude pro prediktorovou proménnou Y, pouZito pravdépodobnostni pravidlo
s rovhomérnym rozdélenim pravdépodobnosti. Pro hodnoceni statistickych modell se
budou posuzovat zejména momentové charakteristiky a statistické miry slouzici pro
méfeni zavislosti nahodnych proménnych. Statistické modely chybéjicich dat a jejich
méfeni (vCetné statistickych graft) bylo realizovano pomoci funkci a procedur
statistického systému SAS. Nejdulezitéjsi charakteristiky generovaného vzorku dat pro
statistickou analyzu chybégjicich udajua ilustruje obrazek €. 5.
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Obrazek ¢. 5: Rozdéleni generovanych dat (steam-and-leaf graf) bez chybéjicich udaju

v ev s

a jeho nejdulezZitéjsi statistické charakteristiky

. , Moments
-10 4 Uplna data N 100/ Sum Weights 100
-9 % Mean 4 64 Sum Observations 464
_g 9840 Std Deviation 3,17031688 Variance 10,0509091
-6 874 Skewness -0,0914414 Kurtosis -1,4556078
-5 985 Uncorrected 55 3148 Corrected SS 995,04
:4 88875411 Coeff Variation 68,3257947 | Std Error Mean 0,31703169
-g ?ggg?? Basic Statistical Measures
- Location Variability
-1 764310 Mean 4640000 Std Deviation 3,17032
0 8873301379 Median 5,000000 Variance 10,0509
; (1):]] 3222678899 Mode 1.000000 Range 9,00000
Interquartile Range 7,00000
3 069
g 8%&5366899 Note: s the smallest of 2 modes with a count of 15.
6 0112348 Tests for Location: Mul=0
g 8 1 Test Statistic p Value
10 589 Studentst 't 1463576 Pr>tl | <.0001
11 0 Sign M 44 Pr == |M| = 0001
14 0 Signed Rank S 1958 Pr>=1S| = <0001

Zdroj: vlastni zpracovani podle [6]

Na levé strané obrazku ¢. 5 je tzv. stem-and-leaf graf*, ktery vizualizuje rozdéleni

charakteristiky vzorku generovanych dat.

v

Vv s

Obrazek ¢. 6: Statistické modely mechanismi neuplnych dat

Model MCAR Model MAR Model MNAR
52 69 14
48 63 27
7 37
31 —
5 5
8
|:| 2
N | ]
0 1 0 1 1 2 3 4 0 1 1 2 3 a
1 = chybéjici 1 = chybéjici P(M = 1|Y,) | 1=chybsgjici | P(M =1|Y,)
M je indikator chybéjiciho tdaje (1 = chybéjici udaj)
Y, je sledovana vysvétlovana proménna s chybéjicimi hodnotami
Y, je pozorovana vysvétlujici (pomocna) proménna

Zdroj: vlastni zpracovani podle [6]

4 Steam-and-leaf graf je statisticky graf podobny histogramu, data jsou usporadana do tzv. stonk( (angl.

stems) a listi (angl. leafs). Stonky mohou napriklad byt celé casti realnych Cisel a stonky obsahuji
Cislice, které patfi do desetinného rozvoje odpovidajicich realnych éisel.
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Princip ¢innosti jednotlivych modell neuplnych dat reprezentuje obrazek ¢. 6. Zcela
nahodny model neuplnych dat (oznaCeny MCAR) vykazal ze 100 generovanych
hodnot 48 hodnot chybéjicich a 52 pozorovanych hodnot. U tohoto modelu chybé&jici
hodnoty jsou zcela nezavislé jak od ostatnich zjiStovanych proménnych, tak
i od rozdéleni hodnot v samotné sledované proménné s chybé&jicimi daty. Jedna se
proto o tzv. ignorovatelny mechanismus chybéni, ktery ma nejmensi vliv
na odhadované hodnoty. U modelu neuplnych dat MAR byl zjiStén menSi pocet
chybéjicich hodnot. Ze 100 generovanych hodnot bylo 69 pozorovanych a 31
chybéjicich (indikator chybéjicich hodnot v grafu ma hodnotu 1). U modelu MAR jsou
chybéjici hodnoty zavislé na prediktorové proménné Y,, na jejimz rozdéleni vyskyt
chyb zalezi. V pfipadé pouzitého statistického modelu chybéni MAR jako prediktorova
proménna byla pouZita proménna Y, s rovhomérnym rozdélenim pravdépodobnosti.
Zjisténé neuplné hodnoty u nahodného modelu chybéni MAR byly rozdéleny v souladu
s pfedpokladanym rozdélenim prediktorové (pomocné) proménné Y,. Toto je patrné
na obrazku €. 6 vpravém grafu statistického modelu neuplnosti dat MAR, kdy
prediktorova proménna Y, byla rozdélena na 4 stejné intervaly (oznacené indikatory
o hodnotach 1, 2, 3 a 4), kazdy se stejnou pravdépodobnosti vzniku chybéjici hodnoty
(ve skuteCnosti v prvnim intervalu hodnot proménné Y, se objevilo 5 chybéjicich
hodnot proménné Y,, ve druhém také 5, ve tfetim intervalu 14 a v intervalu nejvysSich
hodnot prediktorové proménné Y, bylo 7 chybé&jicich hodnot Y,). Mechanismus
chybéni MAR patfi také k tzv. ignorovatelnym mechanismim, které Ize pfi odhadech
parametrd zanedbat. Pfi odhadech parametr s timto typem chybgjicich dat je vSak
nutné brat do uvahy i vyznam prediktorové (pomocné) proménné, na jejimz rozdéleni
vyskyt chybéjicich Udaji také zalezi, tj. rozdéleni chybéjicich dat je podminéno
rozdélenim prediktorové (pomocné) proménné. Nenahodny mechanismus chybéni (na
obrazku €. 6 oznaceny jako MNAR) jiz pfi statistické inferenci zanedbat nelze.
Nenahodny mechanismus chybéni MNAR z obrazku ¢. 6 vykazuje 37 chybgjicich
hodnot ve sledované proménné Y, v generovaném vzorku (viz pravy graf modelu
MNAR). Uvedenych 37 chybgjicich hodnot bylo rozdélenych v intervalech nizSich
hodnot (v grafu oznacenych jako interval 1, 2 a 3) sledované proménné Y, (v prvnim
intervalu hodnot bylo 27 chybéjicich hodnot, ve druhém intervalu bylo zaznamenano 8
chybéjicich hodnot a ve tfetim chybély 2 hodnoty). V praxi je podle [12] mnohdy slozité
ur€it rozdéleni proménné Y,, jejiz nékteré hodnoty jsou chybégjici. Chybégjici data
ve sledované proménné Y, zavisi na neznamém rozdéleni samotné sledované
proménné Y, ktera je pfedmétem statistické inference (viz pravy graf modelu MNAR).
Odhady z takto pofizenych dat jsou proto nejvice zatizeny chybami.

Obrazek ¢. 7: Momentové charakteristiky dat s riiznymi mechanismy chybéni

Moments Mechanismus chybéni
Uplna data MCAR MAR MNAR

N 100 52 69 63
Mean 4,640 4,596 4,666 4,730
Std Deviation 3,170 3,309 3,118 3,122
Skewness -0,091 - 0,044 -0,117 -0,134
Uncorrected SS 3148 1657 2164 2014
Coeff Variation 68,326 72,001 66,826 66,007
Sum Weights 100 52 69 63
Sum Observations 464 239 322 298
Variance 10,051 10,951 9,725 9,784
Kurtosis -1,456 -1,494 -1,411 -1,368
Corrected SS 995,04 558,52 661,33 604,41
Std Error Mean 0,317 0,459 0,375 0,393

Zdroj: vlastni zpracovani podle [6]
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Mozné odchylky od skute¢nych hodnot odhadovanych parametru ilustruje obrazek
¢. 7. Nejvétsi odchylkou od primérné hodnoty zjisténé z uplnych dat (bez chybéjicich
udajli) vykazuji data, v nichz byl modelovan nenahodny mechanismus chybéni MNAR.
Vybérovy prumér uplnych dat byl zjistén ve vySi 4,640, vybérovy pramér dat
s mechanismem chybéni MNAR byl ve vysi 4,730. NejvysSi variabilita odhadu byla
zjiSténa pro data se zcela nahodnym mechanismem chybéni MCAR. Z hlediska
statistické inference nad daty s chybéjicimi udaji vedlo pouziti znalosti o rozdéleni
prediktorové (pomocné) proménné k nejlepsim vysledkim, a to jak v pfesnosti, tak
i variabilit¢ odhadl. K priméru z uplnych dat se nejvice blizi vybérovy primér z dat
s neuplnosti typu MAR, pfi¢emz variabilita tohoto priméru MAR je nizSi nez u dat se
zcela nahodnym mechanismem chybéni MCAR.

Jednotlivé mechanismy chybéjicich udaju v datech maiji také vliv na rozdéleni
hodnot sledované proménné. Jak pusobi jednotlivé typy chybovych mechanismu
na generovana data, reprezentuje obrazek ¢. 8 pomoci tzv. stem-and-leaf graft.

Obradzek ¢. 8: Rozdéleni generovanych dat s riznymi mechanismy neuplnych udaji

Model MCAR Model MAR Model MNAR
10 | 4 MCAR -
9 2 )4 MAR 10 4 MNAR
-8 -8 -
7 9 7 40 $ 2
6 6| 874 Tl g P
5 985 5| 985 HER:
4 8 541 4| 88875411 3! %837 1
3 7440 3| 440 3| o8
2 2 1 2 76 1 HER:
4 430 1 76431 HEN
0 873017 0 887330 379 1 743 9
3| 69 3| 062 3 069
4 1 4609 4| 1124 89 4 124668 9
5 08999 5 0 99 5 0 999
6 11348 6| 1248 6 11234
7 ! 7 5
9 0 9 o 1
10 9 10 9 10 58
11 0 110 11 0
14 0 1410 14 0
P(M=1) P(M =1|Y,) P(M =1|Y,)

M je indikator chybéjiciho udaje
Y, je sledovana vysvétlovana proménna s chybéjicimi hodnotami
Y, je pozorovana vysvétlujici (pomocna) proménné

Zdroj: vlastni zpracovani podle [6]

Pro realnou praxi je také dullezité zjisténi, zda opravdu existuje souvislost mezi
pravdépodobnosti m,,;;c = P(M = 1), ze hodnota ve sledované (neupiné) proménné
Y, bude chybét, a prediktorovou (vysvétlujici) proménnou Y, v nahodném
mechanismu chybéni MAR, resp. Zze hodnota ve sledované (neupiné) proménné Y,
bude chybét a sou€asné zavisi na neznamém rozdéleni samotné sledované proménné
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Y., ktera je pfedmétem statistické inference, jak tomu je v nenahodném mechanismu
chybéni MNAR. Za ucelem zjiSténi miry zavislosti 1ze vyuzit standardni statistické
testy, a to y2-kvadrat test dobré shody, resp. Fisherlv exaktni test (pfi o¢ekavanych
hodnotach v burikach kontingenc¢ni tabulky < 5) a dalSi miry asociace. Vysledky
testovani hypotézy o nezavislosti nahodnych proménnych a dalSi koeficienty jsou
uvedeny na obrazku &. 9. Na zakladé vysledkl uvedenych na obrazku €. 9 Ize
povazovat pravdépodobnost, ze hodnota ve sledované proménné bude chybéjici,
za pravdépodobnost podminénou:

e U statistického modelu MAR na rozdéleni hodnot prediktorové proménné Y,

e u statistického modelu MNAR na neznamém rozdéleni samotné sledované

proménne Y;.

Obrazek ¢. 9: Miry statistické zavislosti statistickych modelti MAR a MNAR
MAR MNAR

Statistic DF Value Prob DF Value Prob
Chi-Square 3 10,0808 | 0,0179 2 11,5802 0,0031
Likelihood Ratio Chi-Square 3 9,6504 0,0218 2 11,9903 0,0025
Mantel-Haenszel Chi-Square 1 1,8462 0,2060 1 8,3577 0,0038
Phi Coefficient 0,3175 0,3403
Contingency Coefficient 0,3026 0,3222
Cramer's V 0,3175 0,3403
WARNING: 70% of the cells have expected counts less than 5.
(Asymptotic) Chi-Square may not be a valid test.
Fisher's Exact Test
Table Probability (P) <.0001 0,0002
Pr<=P 0,0246 0,0022

Zdroj: vlastni zpracovani podle [6]

8. ZAVER

V souc€asné dobé jsou neuplné (chybéjici) udaje frekventovanou soucasti soubort
dat a jejich vyskytu neni pfikladan dostateCny vyznam. VétSina vyzkumnik( pfi
obvyklych analyzach dat zaznamenanych ve statistickém Setfeni vypousti
zpravodajské jednotky s chybé&jicimi udaji z analyz bez ohledu na mechanismus, ktery
chybéjici data generuje. Nepfiznivé dusledky takového postupu v odhadovani
parametrd populace je mozné do urcité miry kompenzovat vyuzitim informaci
o populaci (pokud jsou k dispozici). Problematické je také i stanoveni smérodatnych
chyb takto uréenych odhadu [9].

Metody analyzy neuplnych dat pouzivané k zajisténi adekvatni statistické inference
musi vychazet z konkrétni situace v zaznamenanych datech a jejich uplatnéni je
zavislé na vice faktorech. Obecné jsou metody analyzy neuplnych dat podle [5]
seskupeny do nasledujicich kategorii, jejichz pouziti se vzajemné nevylucuje:

e Postupy zalozené na jednotkach s kompletné vyplnénymi odpovéd'mi:
Zpravodajské jednotky s neuplné vyplnénymi udaji se ze statistickych analyz
vypousti a k dalSimu zpracovani se pouziji pouze jednotky s kompletné zjisténymi
udaji. Tuto strategii, ktera se nazyva analyzou uplnych pfipadl, je snadné
implementovat a mlize byt uspokojiva s malym mnozstvim chybéjicich udaja.
Muze vSak vést k vaznym zkreslenim a obvykle neni pfili§ efektivni, zejména
pfi odhadovani zavéra pro subpopulace.

e Postupy zalozené na modifikaci vah pro jednotlivé funkce odhadu: Do funkci
pro odhad populaénich parametrd jsou pouzity nejen pravdépodobnostni vahy
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(pravdépodobnosti zahrnuti jednotek), ale také i vahy odvozené z neodpovédi
zpravodajskych jednotek.

e Imputace chybéjicich hodnot: Chybéjici hodnoty jsou vyplnény a vysledna
doplnéna data jsou analyzovana standardnimi metodami. Mezi bézné pouzivané
postupy pro imputaci patfi imputace hot deck, kdy se k imputaci pouzivaji jednotky
s kompletnimi udaiji; imputace primérnou hodnotou, které vychazeji z primérnych
hodnot kompletné vyplnénych jednotek; a regresni imputace, kde se chybéjici
proménné pro jednotku odhaduji predpokladanymi hodnotami z regrese
na dostupnych proménnych pro tuto jednotku.

e Metody zalozené na statistickych modelech: Siroka tfida metod zaloZenych na
definici statistického modelu pro uplna data vychazejici z funkce vérohodnosti
nebo aposteriorniho rozdéleni. Parametry modelu jsou odhadovany takovymi
metodami, jako je metoda maximalni vérohodnosti anebo expektaéni-
maximalizacni algoritmy, apod.
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RESUME

Zejména pro analyzy metodami vicerozmérnych statistik pfedstavuji chybéjici udaje
problém. Ackoliv neuplna data ve vybérovém souboru mohou byt zastoupena
v relativné malém procentu, muze tato situace v zjisténych datech vyustit v relativné
velmi maly soubor s kompletnimi udaji; zejména v pfipadé, kdy u riznych jednotek
chybi hodnoty rGznych veli¢in. V bézné praxi vybérovych zjistovani jednotky,
u kterych byly zaznamenany nevyplnéné hodnoty zjiStovanych ukazatell, jsou
pfevazné z dalSich analyz vylou€eny. Vynechani jednotek z analyz mdze mit
znaCné negativni dopady — snizeni presnosti odhadl a sily vykonavanych
statistickych testd a mulze vést az ke zkreslenym vysledkim nevhodnych
k zobecrnovani na cilovou populaci.

nejvyraznéjsi vliv na uspésnost rozmanitych metod prace s chybéjicimi hodnotami,
neni mnohdy jednoduché pochopit pfiiny vzniku a dynamiku neuplnych dat. Datovi
analytici zpravidla nikdy nemohou s jistotou znat mechanismus, podle kterého
analyzovana data chybi. V ramci vykonavani odpovidajici statistické analyzy dat
za podminek chybéjicich udaju se vzdy vyplati podrobné promyslet, ktery z vyse
analyzu dat je dale vhodné hledat ve vyb&rovém souboru proménné, které koreluji s
vyskytem nevyplnénych hodnot u proménnych vstupujicich do procesu analyz. Pfi
realizaci vybérovych Setfeni je uzite€né zavést takové postupy a mechanismy, které
by alespon z ¢asti vylouCily situace potencialné vedouci ke vzniku chybgjicich
hodnot u kliCovych proménnych, napfiklad v€asnymi kontrolami sbiranych dat,
feSeni otazek respondenty ke sbéru dat, vhodnou organizaci vybérového Setfeni
atd. Je tfeba zdUraznit, Ze pravé predchazeni vzniku chybéjicich hodnot muze byt
tim nejlepSim feSenim problému plynoucich z chybégjicich hodnot [13].

RESUME

Missing data is especially a problem for the analyses using multivariate statistical
methods. Although the incomplete data in the random sample may be represented
by a relatively small percentage, this situation may lead to a relatively very small
complete data set in the surveyed data; especially when the values of different
quantities are missing for different units. In the normal practice of sample surveys of
these units, for which unfilled values of the surveyed indicators were recorded, they
are mostly excluded from further analyses. Omission of units from the analyses can
have significant negative impacts - reducing the accuracy of estimates and the
power of the performed statistical tests - and can lead to biased results
inappropriate for generalization to the target population.

Although the mechanism of missing values is the most important factor that affect
the most significantly the success of various methods of working with missing
values, it is often not easy to understand the causes and dynamics of incomplete
data. As a rule, data analysts can never know with certainty the mechanism by
which the analysed data is missing. As part of conducting an appropriate statistical
analysis of data under conditions of missing data, it is always worth considering in
detail which of the above missing data mechanisms is the most realistic in a given
situation. For an adequate data analysis, it is also advisable to look for variables in
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the sample set that correlate with the occurrence of unfilled values for the variables
entering the analysis process. When conducting sample surveys, it is useful to
establish such procedures and mechanisms that would at least partially exclude
situations potentially leading to the emergence of the missing values for key
variables, for example by timely checks of the collected data, solving respondent's
questions about data collection, suitable organization of sample surveys, etc. It
should be emphasized that the best solution to the issues arising from missing
values seems to be the prevention of missing values.
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