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VYUZITIE JAZYKA R NA ODHAD MIER RIZIKA S VYUZITIM SIMULACII

THE USE OF LANGUAGE R FOR ESTIMATING RISK MEASURES USING
SIMULATIONS

ABSTRAKT

Jedna z uloh analyzy rizika mébze predstavovat urCenie najvhodnejSieho
stochastického modelu v podobe nahodnej premennej opisujucej dostupné udaje.
Tieto modely su zakladnymi jednotkami sofistikovanejSich modelov uréenych na
kvantifikaciu rizika. V ramci kolektivneho modelu rizika potom predikujeme rozdelenie
pravdepodobnosti pocCtu $kéd, individualnej vySky Skody a agregovanej Skody.
Nasledne je dblezité zvolit miery rizika, ktorymi budeme skumané riziko merat. Jednou
z uzitoénych metdd, ktora sluzi na meranie rizik je metdéda hodnoty v riziku (VaR)
spocivajuca v ur€eni kvantilov prislusnych rozdeleni, ktoru mozno rozSirit
prostrednictvom koherentnej podmienenej hodnoty v riziku (CVaR). Na zaklade tychto
hodnét vie aktuar modelovat ekonomicky kapital, ktory zabezpeci solventnost
poistovne s vysokou pravdepodobnostou. Miery rizika VaR a najma CVaR mozno urcit
viacerymi metdédami, z ktorych vacsina nie je jednoducha. V tomto prispevku
predstavime simulaéné nastroje jazyka R, ktoré aktuarovi umoznia sofistikovane
odhadovat tieto hodnoty.

ABSTRACT

One of the tasks of risk analysis is to determine the most appropriate stochastic model
using a random variable describing the data available. These models are the basic
units of the more sophisticated models intended for risk quantification. In the collective
risk model, the probability distribution of the number of claims, individual claim amount
and the aggregate claim distribution is thereafter predicted. Consequently, it is
important to choose the risk measures by which the examined risk will be measured.
One of the useful risk measurement methods is the value at risk (VaR) method for the
determination of quantiles of the respective distributions and which may be extended
by a coherent conditional value at risk (CVaR). On the basis of these values, the
business capital assuring the insurance company solvency with high probability can
be modelled by an actuary. The VaR risk measures and in particular the CVaR can be
determined by a number of methods, most of which are not simple. This paper
introduces the simulation tools of the R language, enabling the actuary the
sophisticated estimation of values.
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1. UVOD

Rizika (financné alebo poistné) mozno rozdelit do réznych kategorii. Financné rizika
sa najCastejSie spajaju s trhovymi a kreditnymi rizikami, rizikom likvidity a operacnym
rizikom. V poistovnictve je ale popri tychto rizikach vyznamné aj poistno-technické
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riziko. Rizikd mozno kvantifikovat pomocou vhodnych mier rizika. Metodika merania
rizik suvisi najma s direktivou Solventnost I, kde sa urCité vhodné miery rizika
institucionalizuju tak, aby €o najlepSie vyhovovali poziadavkam regulatora a sucasne
rovnako aj vnutornému controllingu poistovne (v bankach metodika Basel Ill).

Meranie rizika sa da potom chapat ako komplex ¢&innosti (pristup, nastroje,
metodiky, postupy) pri analyze (riadeni) rizika (rizikovych faktorov) v urcitej oblasti.
Pristupy k meraniu rizika sa delia na stochastické a deterministické. Vyznamnym je
v sucCasnosti stochasticky pristup, ktory pracuje s mierami rizika zalozenymi na
rozdeleniach pravdepodobnosti nahodnej premennej (dalej tiez NP) opisujucej napr.
stratu portfélia v oblasti financnych rizik a Skodu v oblasti poistnych rizik. Tieto mézeme
najCastejSie rozdelit na kvantilové (pozri nizSie) a rozptylové (rozptyl, Standardna
odchylka).

Kvantilové miery rizika predstavuju minimalnu kapitalovu poziadavku, aby
prislusna pozicia bola takmer bezrizikova, resp. aby kapital vo vyske tejto kapitalove;j
poziadavky nepokryl moznu stratu len s velmi malou pravdepodobnostou znamej
vySky. NajCastejSim predstavitelom kvantilovej miery rizika je hodnota v riziku (Value
at Risk, VaR, pozri dalej). Miery rizika sa obvykle vyuZzivaju pri merani trhového rizika
(napr. v bankovom portféliu v kratkych ¢asovych intervaloch) a pri merani poistného
rizika (v intervale napr. jedného roka). Prostrednictvom mier rizika je mozné urcit
ekonomicky kapital pre dané riziko.

Ekonomicky kapital (tiez rizikovy, regulatérny) je kapital, ktory vlastnici (napr.
akcionari) musia investovat do spolo€nosti, aby udrzali jej solventnost, ktora s urcitou
pravdepodobnostou zaruCuje nepretrzity chod spolo¢nosti v danom obdobi. Tento
kapital by mal garantovat, Ze mozné rizika nespdsobia upadok spolo¢nosti, teda Ze
nesolventnou by sa mohla stat’ len pri katastrofickych a velmi nepravdepodobnych
udalostiach (priCom ich vyskyt sa podfa regulatornych metodik odhaduje najCastejSie
s 5 %, resp. 1 % pravdepodobnostou). Ekonomicky kapital sa urCuje na zaklade rizik,
ktorym je spolo¢nost’ vystavena, pri€om podla druhu rizika sa ur¢i ekonomicky kapital
potrebny na ich krytie. Suvisi so stanovenim kapitalovej poziadavky na solventnost’
(Solvency Capital Requirement).

Rizika, ktoré poistovne planuju podla Solvency Il obsiahnut &iastoénymi internymi
modelmi, su napriklad v oblasti neZivotného poistenia najma upisovacie riziko pri
poisteni zodpovednosti za Skodu spdsobenu prevadzkou motorovych vozidiel a
v havarijnom poisteni. Prave na zaklade znalosti pravdepodobnostnych zakonitosti
a aj s vyuzitim matematického modelovania maju poistovne moznost rozliSovat
a posudzovat riziko tak, ze straty spojené s poistnymi udalostami su relativne nizSie
a takisto ich mozno vyuzit na vyvoj a ocefovanie novych produktov. Aktuar preto
potrebuje pri svojej Cinnosti poznat pravdepodobnostné rozdelenia, ktoré su vhodné
na modelovanie poctu, individualnej vysky skéd aj celkovej Skody pri réznych typoch
poistnych produktov. Posudenie vystavenia sa riziku, ktoré by malo obsahovat detailnu
ukazku procesu poistovne na hodnotenie rizik (kvalitativne aj kvantitativne
hodnotenie) pre Standardné aj extrémne podmienky simulované bud stresovymi
testami, alebo stochastickymi modelmi.

Pre dalSie informacie o metodike Solventnost’ Il, kapitalovych poziadavkach,
aktuarskych modeloch a pristupu k rizikam pozri napr. [1], [6].
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2. MIERY RIZIKA

Kvantilové miery rizika suvisia s konkrétnym kvantilom rozdelenia pravdepodobnosti
nahodnej premennej a pomocou nich je nasledne mozné kalkulovat' kapital potrebny
na krytie neoCakavanych skod. VaR je nezanedbatelny nastroj charakterizacie rizika
ako porovnavajuca hodnota rizik, alebo tiez ako miera rizika. Definujeme ju ako
najhorsSiu moznu stratu (Skodu), ku ktorej méze déjst’ s vopred stanovenou
(pozadovanou) pravdepodobnost’ou za uréité €asové obdobie.

VaR,(X) nahodnej premennej X opisujucej Skodu s pravdepodobnostou p je 100 p
% kvantil, oznacovany ako x,, , 0 < p < 1, pre ktory plati

VaR,(X) = inf{x € R: Fy(x) = p} = x,,.

Nedostatkom VaR je, Ze nespifia vlastnosti koherentnej (relevantnej) miery rizika,
konkrétne podmienku subaditivity (a (X+Y) < a (X) + a (Y)). Tiez ni€ nehovori
o rozdeleni extrémnych strat (8kdd), ktoré su vacsSie ako tato hodnota. DélezZitou
koherentnou mierou rizika, ktora odstranuje tieto nedostatky je podmienena hodnota
v riziku (Conditional Tail Expectation, CTE, tiez AVaR, TVaR, ES, dalej ako
Conditional VaR, CVaR).

CVaR,(X) je oCakavana strata (Skoda) zo vSetkych skéd prekracujucich
hodnotu kvantilu x, prisluSného rozdelenia nahodnej premennej X. Pre spojitu
nahodnu premennu CVaR,(X) vyjadrime vztahom

fxoox .fX(x) dx
CVaR,(X) = E(X|X > x,) = z}D(X > xp)
p

Okrem vysSie uvedenych dvoch zakladnych mier rizika sa v praxi objavuju aj iné
(modifikované) miery rizika, resp. miery rizika zalozené na inych pristupoch, (pre viac
informacii pozri [1]).

Pre ekonomicky kapital EC potom plati

EC =VaR,(X) — E(X),
kde E(X) je stredna hodnota nahodnej premennej X. Analogicky plati pre CVaR,(X).

V aktuarskych analyzach Studium rozdeleni s tazkymi koncami CVaR poskytuje
dolezité informacie o potencialnom vysokom riziku. Tieto informacie suvisia
s distribuénou funkciou, ktora je zakladnym nastrojom modelovania $kéd. Pre kazdé
uvedené spojité rozdelenie, je hodnota CVaR vyjadritelna. Vyjadrenie prislusnej
hodnoty CVaR je vSak vo vacsine pripadov naro¢né, ¢o komplikuje jej aproximaciu do
rizikovych modelov.

Tweedie rozdelenia su Specialnym pripadom exponencialnych disperznych
modelov pouzivanych na opisanie rozdelenia chyb zovSeobecnenych linearnych
modelov (GLM). Nazov sa vztahuje k exponencidlnemu tvaru, ktory sa vyuzZije na
opisanie zakona rozdelenia. Numericky postup, ktory vedie k vyjadreniu hodnoty
CVaR pre rozdelenia z triedy Tweedie, ktoré su vhodné na aktuarske analyzy vratanie
stabilnych a extrémne stabilnych rozdeleni, uvadza [3]. Tieto nadobudaju nezaporné
hodnoty, priom kazdé z uvedenych rozdeleni je Specifikované definicnym oborom
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parametra, pomocou ktorého je vyjadreny vztah disperzie a strednej hodnoty, a ich
momentové vytvarajuce funkcie su vyjadrené predpismi, ktoré umoznuju stanovenie
tejto hodnoty. Tweedie modely maju jednoduché vyjadrenie momentovych
vytvarajucich funkcii, na zaklade ktorych je mozné poskytnut rychle a bezproblémové
stanovenie koherentnej miery rizika.

3. MODELOVANIE POCTU SKOD, INDIVIDUALNEJ A CELKOVEJ SKODY

Viaceré rozdelenia pravdepodobnosti mdzu sluzit ako rozdelenie pocCtu alebo vysky
Skody, resp. poistnych plneni. VSetky dané rozdelenia zavisia od jedného, prip.
viacerych parametrov. V konkrétnych praktickych situaciach je urCenie tychto
parametrov prvym zavaznym problémom pri hladani vhodného pravdepodobnostného
modelu poctu, resp. vysky Skody. Pretoze nezname parametre urCujeme na zaklade
neuplnych informacii o konkrétnych poistnych pripadoch, tato uloha patri do okruhu
problémov Statistickej indukcie.

Realne podmienky, ktoré pri réznych druhoch poistenia vedu k vzniku poistnej
udalosti spbsobuju, ze pocet Skéd opisanych nahodnou premennou N, ma
najCastejSie niektoré z tychto diskrétnych rozdeleni pravdepodobnosti — alternativne,
geometricke, binomické, Poissonovo a negativne binomické rozdelenie. Zakladnym
orientaCnym kritériom na vyber vhodného diskrétneho rozdelenia je vztah medzi
strednou hodnotou E(N) a rozptylom D(N) nahodnej premennej, priCom tieto
charakteristiky sa odhaduju na zaklade znamych udajov o pocte $kéd (viac v [3]).

Modely vysky s$kéd vychadzaju z pravdepodobnostného rozdelenia nahodnej
veliCiny X opisujucej vySku Skody alebo aj vysku poistného naroku vztahujucu sa na
jednu poistnu udalost. Pri ich modelovani treba brat do uvahy, Ze sa tu vyskytuju aj
poistné udalosti s vyrazne vy$Sou hodnotou vysky Skody. Nahodné premenné preto
maju velky rozptyl a byvaju zoSikmené. Skusenosti z modelovania vysky Skody
poukazuju na skuto€nost, Ze rozdelenie vysky Skody vyrazne zavisi aj od najvacsieho
plnenia, napriklad velkého poZiaru, zaplavy a pod. Ako najvhodnejSie rozdelenia na
modelovanie vysky Skody sa javia teda rozdelenia s pomerne rychlou konvergenciou
k nule a so zoSikmenim z pravej strany. Na modelovanie individualnej vysky Skody sa
Casto vyuzivaju — exponencialne, gama, Paretovo, Weibullovo a lognormalne
rozdelenie. Z hladiska akturaskej terminologie je potrebné rozliSovat vySku poistnej
Skody a poistné pinenie.

Zakladom rieSenia rdoznych rozhodujucich otadzok pre aktuara (suvisiacich so
stanovenim poistného, vysSkou rezerv, zaistenim, pravdepodobnostou krachu,
agregaciou rizik a pod.) je znalost zakladnych charakteristik a rozdelenia
pravdepodobnosti celkovej Skody, tzv. kolektivny model rizika. Publikacie [3] a [6]
opisuju stochastické aktuarske modely pri riadeni poistného rizika vychadzajuce
prevazne z ,americkej“ teorie rizika, ktora sa zaobera analyzovanim poctu,
individualnej vySky a celkovej Skody. Definuje sa nahodna premenna S, ktora
predstavuje celkovu (suhrnnu, agregatnu) Skodu, resp. poistné plnenie priameho
poistovatela za vSetky poistné udalosti po¢as roka. Cielom je vo vSeobecnosti najst
rozdelenie pravdepodobnosti a zakladné charakteristiky celkovej Skody S.

Potom nech nahodna premenna N opisuje pocet §kod, resp. pocet poistnych plneni,
ktoré v sledovanom obdobi nastanu, a nahodna premenna X; opisuje vysku i-tej Skody,
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resp. celkového poistného plnenia. Potom celkovi Skodu vyjadrime ako sucet
vSetkych individualnych skéd, ¢o zapiSeme vztahom

=1

pricom je zrejmé, Zze ak N = 0, tak S = 0. Dalej musia byt splnené tieto predpoklady,
a to X, X,, ..., Xy su nezavislé a identicky rozdelené nahodné premenné a nahodné
premenné N a X;, X, ..., Xy su vzajomne nezavislé. Celkova Skoda je v8ak zavisla od
poCtu poistnych udalosti, pricom rozdelenie individualnej Skody sa pocas celého
sledovaného obdobia, tak ako aj pocCet poistnych zmluv, nemeni. Z toho vyplyva, ze
uvazujeme riziko celkové, a nie riziko z jednotlivych poistnych zmluv, a fakt, Ze na
kazdu poistnu zmluvu mdze nastat’ viacero poistnych plneni. Podmienky vo vztahu
vySSie zodpovedaju len skutoénym Skodam (X > 0). Potom nahodna premenna, ktora
spifia dané predpoklady, ma zloZené rozdelenie pravdepodobnosti

S ~ Co(py(n); Fx(x)),

kde py (n) je pravdepodobnostna funkcia a Fy (x) je distribu¢na funkcia bez Specifikacie
rozdeleni. Matematicky mozno dalej vyjadrit distribuénu funkciu  Fs(x),
pravdepodobnostnu funkciu ps(x) a momenty rozdelenia pravdepodobnosti celkovej
Skody pre lubovolné rozdelenie poctu Skéd N a individualnej vysky Skody X. V praxi
sa vyuzivaju viaceré metdédy na urCenie Fs;(x) (konvolucie, aproximacie, Panjerove
rekurentné vztahy, simulacie Monte Carlo), ktoré €asto suvisia s vyuzitim vypoctovej
techniky.

4. VYUZITIE SIMULACIi NA ODHAD MIER RIZIKA V JAZYKU R

Jazyk R poskytuje moznosti, ktorym najma v oblasti metodik vypoctu technickych
rezerv, simulacii a Sirokom vyuziti zovSeobecnenych linearnych modelov konkuruje
maloktory komercny softvér. Su€asne tvorba doplnkovych kniznic z oblasti aktuarskych
vied s pokroc€ilymi funkciami rastie zavratnou rychlostou. PouZitie open-source softvéru
R v aktuarskych analyzach Siroko opisuje napr. publikacia [7].

R samozrejme umoZznuje pracu so zabudovanymi rozdeleniami diskrétnej a spoijitej
nahodnej premennej. Dalsie Specifické rozdelenia méZe pouzivatel najst v doplfiujucich
bali¢koch (knizniciach, napr. actuar). Je déleZité si uvedomit, Ze nazov aj parametre
rozdeleni sa v jednotlivych knizniciach mozu liSit. Takisto treba poznat tvar hustoty
pravdepodobnosti, resp. distribuénej funkcie daného rozdelenia, preto je délezité
sledovat dostupnu dokumentaciu k danej kniznici.

Nahodné Cisla generované v R su generované na zaklade zabudovanych algoritmov
(pozri napr. ?rnorm/RNG). Podla pravdepodobnosti vyskytu jednotlivych hodnot
mézeme napr. generovat Cisla z réznych typov rozdeleni funkciou r*** (napr.
rnorm (30,0, 1) na generovanie 30 hodnét z normovaného normalneho rozdelenia)
alebo mézeme efektivne vyuzit funkciu sample. Specifickym otazkam simulacii v jazyku
R sa venuju rozni autori (Charpentier, Jones, Kaas a kol., Robinson, ai.).

Podfla [3] niektoré metody generovania pseudonahodnych Cisiel generuju hodnoty
z rovhomerného normovaného rozdelenia, teda vyskyt lubovolného &isla z intervalu (0;1)
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je rovnako pravdepodobny a mimo tohto intervalu je pravdepodobnost’ vyskytu nulova.
Cisla s rovnomernym normovanym rozdelenim mozno transformovat na &isla
s pozadovanym rozdelenim. Existuju rézne metody transformacie, jednoduché aj
zloZitejsie. Casto pouZivanou je metéda inverznej transformdcie.

Ak napr. Fy(x) je spojita a rastuca distribu¢na funkcia nahodnej premennej X. Jediné
rieSenie rovnice Fy(x) = r je hodnota x a jedina hodnota r prislicha hodnote x. Potom,
podla [3], plati, ze X; = Fy'(r;), kde R~ Unif(0;1) a r; je realizaciou nahodne;
premennej R. A ak napriklad uvaZujeme situaciu, Zze X ~ Exp(8) a Fy(x) =1 —e~ %%,
potom dostavame

In(1—r)

7‘1=1—e_6'x‘1=>5c'1=— 6

V jazyku R by bola syntax pre § = 0,1 nasledovna

n<-100000; r<-runif (n)
delta<-0.1; x<--(log(l-r))/delta

priCom rieSenie (napr. E (X)) zodpoveda syntaxe funkcie rexp (n, delta).

Ak by sme teda metodicky chceli prepojit’ informacie uvedené v predchadzajucich
Castiach a nadviazat’ na vyuzitie simulacii prostrednictvom jazyka R, boli by podstatné
tieto informacie:

e mieru rizika VaR je mozné odhadnut jednoducho ako kvantil prislusného

rozdelenia nahodnej premennej (najcastejSie ako xg o5, resp. xq 99),

e ak pozname rozdelenie nahodnej premennej X (individualna vysSka Skody)
s prislusnymi parametrami, mézeme vyjadrit VaR pomocou simulacii a funkcie
r*** pre akékolvek v R dostupné spojité rozdelenie pravdepodobnosti a funkcie
quantile,

e ak pozname rozdelenie poctu Skéd N a rozdelenie individualnej vysky Skody
nahodnej premennej X s prisluSnymi parametrami, méZzeme vyjadrit VaR pre
nahodnu premennu celkova skoda S pomocou simulacii (r*** ) a funkcie
replicate (replikovanie, opakovanie) pre v R dostupné kombinacie primar-
neho a sekundarneho rozdelenia (dalej vyuzivame funkciu quantile),

e mieru rizika CVaR je Casto problematické vyjadrit pre ,narocné“ tvary
distribu¢nych funkcii,

e odhad CVaR mierne ulahluje vyuZitie vlastnosti exponencialnych disperznych
tried rozdeleni, resp. mdézeme vyuzit techniku simulacii Monte Carlo napr.
prostrednictvom jazyka VBA MS Excel, ktora v8ak si vyZaduje pokrocilé
programatorské zru€nosti a ma rdézne obmedzenia, prip. vyuzit komerény
softvér,

e ak pozname rozdelenie nahodnej premennej X (individualna vysSka Skody)
s prislusnymi parametrami, méZeme vyjadrit CVaR pomocou simulacii a funkcie
r*** pre akékolvek v R dostupné spoijité rozdelenie pravdepodobnosti a funkcii
quantile, subset amean.

e ak pozname rozdelenie poctu Skod N a rozdelenie individualnej vysky Skody
nahodnej premennej X s prisluSnymi parametrami, mézeme vyjadrit CVaR pre
nahodnu premennu celkova Skoda S pomocou simulacii (r*** ) a funkcie
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replicate pre v R dostupné kombinacie primarneho a sekundarneho
rozdelenia (dalej vyuzZivame funkciu quantile, subset a mean).

Ak realizujeme dostatoCne vela simulacii, ich vyuZitie poskytuje mimoriadne presné
vysledky odhadu mier rizika pre rézne kombinacie primarneho a sekundarneho
rozdelenia pre rézne zloZzené rozdelenia. Simulacie v R, ktoré su na prvy pohlad
jednoduché, su znacCne efektivne a eliminuju problémy pri vypoclte CVaR. Ako je
z dostupnych zdrojov autorovi prispevku zname, vyuzitie funkcie replicate
prezentovali v oblasti kolektivneho modelu rizika len autori Driscoll — Murphy
odvolavajuc sa aj na pracu Meyersa (viac na: https://www.casact.org). Teorii mier
rizika sa venuje viacero autorov — v CR a SR napr. Cipra (finan¢né a poistné rizika),
Horakova (poistné rizika, exaktné vypoCty mier rizika a komparacia exaktnych
vypoctov a simulacii), Mucha (simulacie Monte Carlo v jazyku VBA a ich vyuzitie
v analyzach v suvislosti s kolektivnym modelom rizika, [5]), Tichy (finan¢ny sektor, [12]
ai.).

Zavedenie syntaxe funkcie replicate na odhad mier rizika VaR, CVaR nahodnej
premennej S, ak N ~ Po(A = 30) a X ~ Exp(é = 0,1), teda ak

S ~CoPo(30; X ~Exp(0,1))
je nasledovna

lambda <-30
rate <-0.1

# parameter rozdelenia poctu skéd
# parameter rozdelenia individudlnej vysky sSkody

S<—replicate(lOOOOO,sum(rexp(rpoisii:lambda),ragglli

pocet / generovanie /
simulacii hodnét NP X

mean (S)

parametre
NP N, X

generovanie
hodnét NP N

# oc¢akavanid celkova sSkoda (strednid hodnota, E(S))
quantile (S, probs=c(0.95,0.99)) # vaR0.95; vaR0.99

mean (subset (S, S>quantile(S,0.95)))
mean (subset (S, S>quantile(S,0.99)))

# CvaRO0.95
# CvaR0.99

Vidime, Zze nasimulované hodnoty nahodnej premennej S su v jazyku R uloZzené
v rovnomennej premennej S. Vystup rieSenia uvadza tabulka €. 1.

Tabulka ¢. 1: Vystup riesenia, ak S ~ CoPo(30; X ~ Exp(0,1)); n= 100 000

p ES) VaRp(S) CVaR,(S) ECVaR ECCVaR
0,95 | 299,7721 | 4351814 | 475,7283 135,4093 175,9562
0,99 | 299,7721 | 501,7717 | 536,3991 201,9996 236,6270

Zdroj: vlastné spracovanie
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Na komparaciu v tabulke €. 2 uvadzame aj exaktné rieSenie uvedené v [2].
Nasledne posledny stlpec v tejto tabulke je potom porovnanim exaktnej a simulacnej

metddy.

Tabulka ¢. 2: Vystup riesenia, ak S ~ CoPo(30; X ~ Exp(0,1))

Chyba aproximdcie
p HS) VaRs(S) CVaRy(S) ECCVaR ek
0,95 300 435,4290 476,1157 176,1157 0,1595
0,99 300 501,5590 536,6592 236,6592 0,0322

Zdroj: [2], upravené

Exaktnu strednu hodnotu nahodnej premennej S vypocCitame ako

1
E(S) = E(N) - E(X) = 30 (

011) = 300.

V tabulke €. 3 opiSeme postup na odhad mier rizika na odhad mier rizika VaR, CVaR
pre rdzne kombinacie rozdeleni poctu a vysky Skody, pricom ziskané vysledky boli
konfrontované aj s exaktnym rieSenim napr. podla prikladov obsiahnutych v [3], [9].

Tabulka é. 3: Simulacie hodnét NP N, X, S, IN pre ré6zne primdrne a sekundarne rozdelenia

Rozdelenie
NP N

Rozdelenie
NP X

R kod na vypocet (pozri komentar #)

N ~ Po(0,123)

lambda<-0.123
N<-rpois (7691, lambda)
# E(N)
# kontingenc¢nad tabulka

mean (N)
table (N)

X ~ N(20;10)

mean<-20; sd<-10

X<-rnorm (100000, mean, sd)

quantile (X,0.995) # VaRg.99s

# CVaRo.995

mean (subset (X, X>quantile (X,0.995)))

X ~T(10;2)

shape<-10

rate<-2

X<-rgamma (100000, shape, rate)

# CVaRo .99

mean (subset (X, X>quantile (X,0.99)))

X ~ Pa(3; 10)

library (actuar)

alpha<-3

delta<-10

X<-rpareto (100000, alpha,delta)

# CVaRo.99

mean (subset (X, X>quantile (X,0.99)))

10
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X ~ 1G(20; 80)

library (statmod)

mean<-20

disp<-80

X<-rinvgauss (100000, mean, disp)

# CVaRo.995

mean (subset (X, X>quantile (X,0.995)))

N ~ Po(3)
M ~ Po(1)

lambdal<-3

lambda2<-1
S<-replicate (10000, sum(rpois (rpois (1,
lambdal), lambda?2)))

mean (S) # E(S)

quantile(S,0.945) # Xo.945

N ~ Po(10)

X ~Exp(1)

lambda<-10

rate<-1
S<-replicate (30000, sum(rexp (rpois (1,
lambda), rate)))

mean (S) # E(S)

quantile(S,0.999) # xp.990 = VaR

N ~ Ge(0,8)

X ~Exp(1/6)

prob<-0.8

rate<-1/6
S<-replicate (30000, sum(rexp (rgeom (1,
prob) ,rate)))
quantile (S, probs=c(0.8,0.897,
0.947,0.999)) # VaR,

N ~ Bi(1000;
0,15)

X ~T(100;
0,02)

s1ze<-1000; prob<-0.15

shape<-100; rate<-0.02

S<—

replicate (100000, sum(rgamma (rbinom (1,
size,prob), shape, rate)))

mean (S) # E(9S)

sd(S) # o(S)

N ~ Po(100)

X ~T(5;2)

lambda<-100

shape<-5; rate<-2
S<-replicate (10000, sum(rgamma (rpois (1,
lambda) , shape, rate)))

mean (S) # E(S)

quantile(S,0.95) # VaRo.os

N ~ Po(98,25)

X ~W(1,9;0,615)

lambda<-98.25

shape<-1.9; scale<-1/0.615
X<-rweibull (10000, shape, scale)
mean(X) # E(X) = 1.44

S<—

replicate (10000, sum(rweibull (rpois (1,
lambda) , shape, scale)))

mean (S)

quantile(S,0.99) # VaRp.9
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lambda<-73
meanlog<-4.938; sdlog<-0.837
S<-replicate (50000, sum(rlnorm(rpois (1,

X ~LN(4,938; lambda) ,meanlog, sdlog)))
N~ Po(73) 0,837) mean (S) # E(S)
quantile (S,0.995) # VaRo.99s
# CVaRo.99s

mean (subset (S, S>quantile (S,0.995)))

library (actuar)

lambda<-200

alpha<-5; delta<-1000

S<—

replicate (30000, sum(rpareto (rpois (1,
lambda) ,alpha,delta)))

mean (S) # E(S)

sd(S) # o(9)

N ~Po(200) | X~ Pa(5;1000)

library (statmod)

lambda<-2

mean<-1180.6347; disp<-659.70608
S<—-

X ~1G(1180,6347; replicate (30000, sum(rinvgauss (rpois (1,

N ~ Po(2
o) 659,70608)

lambda) ,mean, disp)))

mean (S) # E(S)

# VaRp

quantile (S, probs=c(0.2331,0.9903))

Poznamka: Uplny nézov jednotlivych pravdepodobnostnych rozdeleni uvadza [3]. Nahodna
premenna IN je nahodna premenna celkového poctu poistnych udalosti, t. j. zloZzené diskrétne
rozdelenie, podla [3] rozdelenie Neyman Typ A.

Zdroj: vlastné spracovanie a vlastné spracovanie podla [7]

Pocet opakovania simulacii je potrebné volit obozretne v suvislosti s vypocCitanou
exaktnou strednou hodnotou, pricom E(S)smu = E(S)exakt a poc€et simulacii n
s ohfadom na disperziu jednotlivych rozdeleni (napr. lognormalneho). Aj napriek
vysokej zadanej hodnote n R vysledky poskytuje obratom, najcastejSie od 1 do 60
sekund. Dalej sa odporuda pri tvorbe kédu parametre oznadovat podfa ich nazvu
v jazyku R (napr. shape, rate,..., viac v [7]) a brat do uvahy rozliSovanie velkych
a malych pismen. Taktiez si je potrebné v tabulke €. 3 vSimnut, Zze pre niektoré
rozdelenia je potrebné nainstalovat prislusnu doplnkovu kniznicu (1ibrary () ), avSak
samotny vypocet simulacii prebieha v Standardnom rozhrani jazyka R (verzia > 3.3.0
na vypocty podfa tabulky &. 3).

V pripade zaujmu méze pouzivatel generovat’ histogram nasimulovanych hodnét
nahodnej premennej S, resp. X. Pre pripad uvedeny v zahlavi tabulky ¢&. 1
prostrednictvom kédu

hist (S,breaks=200, freg=FALSE)
lines (density(S),col="blue", lwd=2)
abline (v=mean (S),col="red", lwd=3)
abline (v=
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mean (subset (S, S>quantile (S,0.99))),col="green", lwd=2)

dostavame vystup, ktory zobrazuje obrazok €. 1, kde modra Ciara je jadrovou krivkou
hustoty nahodnej premennej S, Cervena priamka zobrazuje na grafe strednu hodnotu
E(S) a zelena priamka zobrazuje hodnotu CVaR e (S).

Obrazok €. 1: Histogram nasimulovanych hodnét nahodnej premennej S

Histogram of S

- t;!-- L -
N I
< / .
S f N
3 v \
o / N\
= _| f '\
2 ;l 1\
(O]
o o
S
o
o
o Pr—
8
o I T T T T 1
100 200 300 400 500 600 700
S

Zdroj: vlastné spracovanie

Iny graficky vystup (obrazok €. 2) odhadu jadrovej hustoty so zabudovanym
zvyraznenim mier rizika méze pouzivatel ziskat vyuzitim funkcionality kniznice
ggplot2.

library(ggplot2)

VaR<-quantile(S,0.99)

CVaR<-mean (subset (S, S>quantile (5,0.99)))

myd = data.frame (xvar=S,yvar=S)
xd <- data.frame (density (mydSxvar) [c("x", "y")])
p <- ggplot(xd, aes(x, y)) +

geom area (data = subset(xd, x > VaR), fill = "magenta")
+

geom_area (data = subset (xd, X > CvaR), fill =
"lightgreen") +

geom line ()
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Obrazok €. 2: Krivka hustoty nahodnej premennej S s mierami rizika

Density

Zdroj: vlastné spracovanie

Mozno sa domnievat, Ze replikovanie bolo v R vyuzité aj v ramci funkcie
aggregateDist KniZnice actuar na vypocCet mier rizika. Jej konStrukcia (mimo
manualu) je vSak pre koncového pouzivatela uzavretd a neposkytuje vystup
nasimulovanych udajov. Ukazme teda, Ze podla manualu (pozri napr. prilohu v [7]) ku
tejto kniznici a k funkcii CTE, Conditional Tail Expectation (v spojitom pripade CTE =
TVaR = CVaR) mbzeme pisat

library (actuar)

model.freq <- expression(data = rpois (7))

model.sev <- expression(data = rnorm(9, 2))

Fs <- aggregateDist ("simulation", model.freq, model.sev,
nb.simul = 100000)

CTE (Fs)

pricom rovnaky odhad pre CTFo99 ziskame aj pomocou nami uvedenej funkcie

S<-replicate (100000, sum(rnorm(rpois (1, lambda=7),mean=9,sd=2)))
mean (subset (S, S>quantile(S,0.99)))

A teda vyhodou tejto metddy tiez je, Ze pouzivatel vie takisto dalej pracovat
s nasimulovanymi udajmi nahodnej premennej S a tieto vyuzit' pre dalSie analyzy, napr.
pre analyzu extrémnych hodnét (Extreme Value Theory).

5. ZAVER

Solvency Il poskytuje metodiky na vypocCet ekonomického kapitalu potrebného na
krytie neoCakavanych skéd, pri ktorych odporuca zohladnit’ aj stochasticky pristup. V
prispevku sme vyuZili kvantifikaciu poistného rizika pomocou pravdepodobnostnych
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rozdeleni. Rozdelenia opisujuce rizika mdze poistovha ziskat na zaklade internych
udajov, z ktorych sa vytvori prislusné zloZzené rozdelenie agregovanej Skody. Jeho
znalost' potom umoznuje analyzovat riziko a prispieva k vyhnutiu sa situaciam, ze
prijmy poistovne budu nedostatoCné na krytie prevzatych zavazkov. VacSina
najCastejSie vyuzZivanych mier rizika je zaloZena na vyuZiti nahodnych veli€in
opisujucich pravdepodobnostné rozdelenie strat (5kod) portfélia za urcity Cas, teda
vedie aj k vyjadreniu mier rizika VaR a CVaR v poistnej praxi. Stanovenie nielen
maximalnej moznej straty (VaR), ale aj na zaklade nej odvodenej miery rizika CVaR,
teda podmienenej strednej hodnoty pravych koncov rozdeleni, je v aktuarskej praxi
vysoko aktualna. Tato hodnota predstavuje oCakavanu stratu, ktora méze byt
spésobena v danom Casovom obdobi zo vSetkych Skéd presahujucich prislusnu
hodnotu VaR s konkrétnou pravdepodobnostou. Aj podla predchadzajucich
kvantitativnych dopadovych $tudii Solvency Il (QIS 5) ide o ddlezitu mieru pri
kvantifikacii rizika. Preto by poistoviia mala byt schopna jednak s vysokou presnostou
spravne urcit prislusné rozdelenie pravdepodobnosti a jeho distribu¢nu funkciu
a jednak s pozadovanou urovhou spolahlivosti stanovit miery rizika a prislusny
ekonomicky kapital na krytie prevzatého rizika.

Miery rizika by mali spinat’ $tyri vlastnosti: subaditivitu, monoténnost, homogenitu a
invariantnost. Hodnota CVaR je miera rizika, ktora uvedené vlastnosti ma, no jej
stanovenie nie je v niektorych pripadoch jednoduché. H. H. Panjerom boli vyvinuté
postupy na jej pomerne jednoduché urcenie pri niektorych rozdeleniach. RozSirené
vysledky tychto postupov su zaloZené na vyuZiti Sirokej triedy exponencialnych
disperznych modelov.

Hodnoty VaR a CVaR v tomto pripade vyjadrujeme pomocou parametrov
konkrétnych rozdeleni, ktoré zapadaju do koncepcie kolektivnheho modelu rizika.
Pristup simulacii, v ramci tohto procesu, méze byt efektivne vyuzity v oblasti eliminacie
naro¢nych postupov, ktoré suvisia s exaktnymi metédami stanovenia zlozeného
rozdelenia celkovej Skody. Tieto sa potom daju vyuzit' v aktuarstve nielen na opisanie
rizika individualnej Skody, poctu 8kdd ale aj na zloZzené rozdelenia celkovej Skody, ¢o
je v pripade spojitej nahodnej premennej s existujucou strednou hodnotou kfucoveé pri
odhade ekonomického kapitalu. Simulacie su potom vyraznou moznostou ziskania
hodnét kvantilov zlozenych rozdeleni. Hodnoty konkrétnych kvantilov ziskané
pomocou simulacii su nielen porovnatelné, ale su zastupitelnou alternativou pre
hodnoty kvantilov ziskanych exaktnou metdédou a to aj v pripade zaloZenom na
vlastnostiach exponencialnych disperznych modelov.

Ako vypoctové prostredie sme v nasom pripade zvolili open-source softvér R ako
efektivny nastroj (mnohokrat prevySujuci moznosti komerénych softvérov) pre
generovanie pseudonahodnych Cisiel, pri€om v kolektivnom modeli rizika sme vyuZili
funkciu replicate. Ide o velmi U€inny a sofistikovany pristup k simulovaniu hodnét
celkovej Skody bez zlozitejSieho programovania, ¢o mdze zvysit zaujem pouZzivatelov
o tento softvér. Autor zavadza pouZitie tejto funkcie jazyka R v nasom prostredi v
suvislosti s publikaciou [7]. Citatel sa v tomto prispevku méze podrobne, bez
vynechania medzikrokov, zoznamit s celou problematikou odhadu mier rizika
prostrednictvom simulacii s vysvetlenim ad hoc postupu v jazyku R.

Slovenska Statistika a demografia 1/2018 15



Michal PALES: Vyuzitie jazyka R na odhad mier rizika s vyuZitim simulacii

LITERATURA

[11 CIPRA, T.: Riziko ve financich a pojistovnictvi: Basel Ill a Solvency Il. Praha:
Ekopress, 2015. ISBN 978-80-87865-24-8.

[2] HORAKOVA, G.: Odhad hodnoty CVaR a jej vyuZitie pri riadeni poistnych rizik.
In: Rizeni a modelovani finanénich rizik — 6. mezinarodni védecka konference.
Ostrava: VSB — TU Ostrava, 2012.

[3] HORAKOVA, G. — PALES, M. — SLANINKA, F.: Tedria rizika v poisteni.
Bratislava: Wolters Kluwer, 2015. ISBN 978-80-8168-273-5.

[4] KLUGMAN, S. A. — PANJER, H. H. - WILLMOT, G. E.: Loss Models (From Data
to Decision). New York: John Wiley & Sons, 2012. ISBN 978-1-118-31532-3.

[5] MUCHA, V.: Simulacie ako nastroj riadenia rizika v nezZivotnom poisteni. In:
Rizeni a modelovani finanénich rizik — 4. mezinarodni védecka konference.
Ostrava: VSB — TU Ostrava, 2008.

[6] PALES, M.: Aktuarstvo v rezime Solventnost Il (S rieSenymi prikladmi v jazyku
R). Bratislava: Vydavatelstvo EKONOM, 2016. ISBN 978-80-225-4288-3.

[7] PALES, M.: Jazyk R v aktuarskych analyzach. Bratislava: Vydavatelstvo
EKONOM, 2017. ISBN 978-80-225-4331-6.

[8] PALES, M.: Vyuzitie kopula funkcii pri agregécii rizik. In: Slovenska Statistika
a demografia, 2017, €. 1. s. 13 — 22.

[9] PALES, M. — POLACEK, S.: Softvérova podpora pri modelovani rozdelenia
celkovej Skody v havarijnom poisteni. In: Slovenska Statistika a demografia, 2012.
C. 4,s.50-58.

[10] R Core Team. R: A language and environment for statistical computing. R
Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria, 2017.

[11] SLANINKA, F. - KADEROVA, A. — SIMONKA, ZS.: Risk Modeling and Analysis
in ModelRisk Software. In: Rizeni a modelovani finan&nich rizik — 8. mezinarodni
védecka konference. Ostrava: VSB — TU Ostrava, 2016.

[12] ZMESKAL, Z. — DLUHOSOVA, D. — TICHY, T.: Finanéni modely. Praha:
Ekopress, 2013. ISBN 978-80-86929-91-0.

RESUME

Economic capital modeling is one of the fundamental components of risk management
in the insurance company and is a tool for the actuary to protect the insuran-ce
company against unexpected risks and also losses. The company must analyse the
risks that are relevant to it and by means of models for the determination of the
economic capital, to identify the risks which can threaten its profitability. In 2016, the
Solvency Il methodology entered into force — a project for the regulation of insurance
companies, representing a systematic approach to risk management that results in
a better risk evaluation and thus guaranteeing a greater protection of the insured
persons. Solvency Il provides several methods for calculating the capital requirement
that can be selected by the insurance companies, having regard to their scale and
complexity. The risk management function carried out by the actuary of the insurance
company is closely connected with this activity. By using the R language and
simulations, the actuary can successfully estimate the risk measures and thus
appropriately determine the economic capital.
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