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VIACROZMERNA ANALYZA ROZPTYLU A JEJ APLIKACIE
MULTIVARIATE ANALYSIS OF VARIANCE AND ITS APPLICATIONS

ABSTRAKT

Analyza rozptylu bola navrhnuta predovSetkym na posudenie podobnosti a odliSnosti
medzi viacerymi subormi, pricom jej prostrednictvom mozno testovat efekt jedného
alebo viacerych faktorov. Ak sa na pozorovanych objektoch sucasne sleduju viaceré
Statistické znaky, odporuca sa pouzit' viacrozmernu analyzu rozptylu, ktora ponuka
komplexnejSie moznosti testovania odliSnosti medzi subormi alebo efektmi. Tento
Clanok poskytuje kratky Uvod do teodrie jednorozmernej analyzy rozptylu
a zovSeobecnenie modelu pre pripad viacerych rozmerov. Uvadza teoreticky aparat
na testovanie hypotéz pomocou viacrozmernej analyzy rozptylu a ukazky jej pouzitia
na realnych datach v softvéri R.

ABSTRACT

Analysis of variance was primarily designed to assess similarities and differences
between more groups and by means of which the effect of one or more factors can
be tested. If various statistical features are being pursued simultaneously on the
observed objects, it is recommended to use the multivariate analysis of variance
offering more complex possibilities of the difference testing between two or more
groups or effects. This paper provides a brief introduction to the theory of one-
dimensional analysis of variance and the generalization of the model to the
multivariate case. It presents the theoretical apparatus for hypothesis testing using
the multivariate analysis of variance and its illustrations on real data sets in R
software.

KLUCOVE SLOVA
analyza rozptylu, viacrozmerna analyza rozptylu, testovanie rovnosti vektorov
strednych hodnét, testovanie vyznamnosti vplyvu vysvetlujucich premennych

KEY WORDS
analysis of variance, multivariate analysis of variance, testing the equality of mean
vectors, significance test of the impact of explanatory variables

1. UvVOoD

Analyza rozptylu (znama aj pod skratkou ANOVA, Analysis of Variance) patri
medzi najpouzivanejSie parametrické metdody matematickej Statistiky. Je
zovSeobecnenim dvojvyberového Studentovho t-testu, pretoze pomocou nej mézeme
porovnat nielen dva, ale aj viaceré subory a zistit podobnosti a odliSnosti medzi nimi.
Model analyzy rozptylu je zaloZzeny na linearnom regresnom modeli, v ktorom
kvantitativnu vysvetfovanu premennu popisuju nezname regresné koeficienty, matica
planu a nahodny Sum. ANOVA ma Siroké spektrum praktického vyuZzitia, napr. vo
farmacii, v bioldgii, genetike, polnohospodarstve &i priemysle.
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Model ANOVA vychadza zo zakladného predpokladu, ze rozdelenie
pravdepodobnosti vysvetlovanej premennej je normalne (Gaussovo rozdelenie).
Tento predpoklad je jednou z najvacSich slabin analyzy rozptylu z hfadiska prakticke;
aplikacie metddy, pretoze sledované Statistické znaky sa v kazdom pripade neriadia
normalnym rozdelenim. Pri silnom poruseni predpokladu normality sa odporuca, aby
sa Statisticky test a model analyzy rozptylu nahradil jeho neparametrickym
ekvivalentom, takzvanym Kruskalovym-Wallisovym testom, ktory nevyzaduje, aby sa
vysvetlované premenné spravali podla urcitého rozdelenia pravdepodobnosti.
Pomocou Kruskalovho-Wallisovho neparametrického testu mézeme testovat aj
hypotézu o rovnosti strednych hodnét v jednotlivych suboroch, teda v kone¢nom
dosledku mézeme dospiet k podobnému Statistickému vyhodnoteniu ako pri analyze
rozptylu.

V praxi sa stretavame aj s takymi situaciami, v ktorych je potrebné sucasne
vysvetlit viaceré Statistické znaky. Vtedy uz zakladna jednorozmerna analyza
rozptylu nemusi staCit na adekvatny opis premennych prostrednictvom
vysvetlujucich efektov. Tym, Ze pri analyze by sa naraz bral do uvahy iba jeden
Statisticky znak, mohli by sa stratit cenné informacie zo simultanneho sledovania
vSetkych  vysvetlovanych  premennych.  Viacrozmerna analyza  rozptylu
(v medzinarodnej literature nazyvana ako Multivariate Analysis of Variance,
MANOVA) prave pre takéto situacie ponuka cCiastoCné rieSenie a komplexnejSie
testovanie odliSnosti medzi viacerymi subormi, na ktorych sa sucasne sleduju
minimalne dva Statistické znaky.

Teoretické zaklady modelu MANOVA a moznosti jeho vyuZitia boli vysvetlené vo
viacerych vybornych publikaciach, napriklad v [4], [5], [8], [9], [13]. S konkrétnymi
aplikaciami MANOVA sa mdézeme stretnut v réznych odvetviach vedeckého
vyskumu, napriklad v genetike [17], hydrologii [18], neurologii alebo v oblasti
potravinarstva. Postupy viacrozmernej analyzy rozptylu by sa dali vyuZit napriklad aj
pri praci s datami z oblasti antropometrie [6], psychologie [15] a pri tvorbe
ekonomickych studii [10]. Na$ ilustracny priklad, ktory prezentujeme v 4. Casti tohto
Clanku, je z oblasti papierenského priemyslu [1], [7].

2. MODEL JEDNOROZMERNEJ ANALYZY ROZPTYLU

Ako sme uZ v uvode spominali, model jednorozmernej analyzy rozptylu je viastne
linearnym regresnym modelom, ktory mdéZzeme zapisat vtvare ¥ = XB + &, kde ¥ je
nahodny vektor vysvetlovanych premennych dizky n, X je tzv. matica planu, B je
vektor efektov (pripadne vektor strednych hodnét) a = je nahodny vektor dizky =,
s nezavislymi, rovnako rozdelenymi zloZkami, ktoré maju normalne rozdelenie
N(0,0%), pricom o2 je rozptyl (alebo disperzia) zloZiek nahodného vektora ¥, aj
zloziek nahodného vektora «.

Pripad dvoch suborov a jedného faktora ]
V pripade, ked potrebujeme porovnat dva subory, vektor ¥ je stlpcovym

nahodnym vektorom ¥ = (Yyy, Y5, o, Vi, Y1, ¥ag, o, ¥y, ), kde ZIOZKy ¥y, Viy, o, Vi,
su hodnoty sledovaného Statistického znaku na prvom objekte, Y,,,¥,,, .., ¥,, su
hodnoty sledovaného Statistického znaku na druhom objekte a n; +n, =n. V stlade
s vyssie uvedenou konstrukciou predpokladame, ze ¥,,,Y,,, ....¥;,,. je nahodny vyber
zrozdelenia N(p,,6?) snezndamou strednou hodnotou pu, ER, a analogicky
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Y1, ¥5q,.., ¥, je nahodny vyber zrozdelenia N(u, ¢*) sneznamou strednou
hodnotou u, € R. Tiez predpokladame, ze vSetky zlozky vektora ¥ su navzgjom
nezavislé. Maticu planu X v tomto pripade mézeme zapisat v tvare:

1 0

1 0

0 1)

0 1
Vektor efektov B je v tomto pripade dvojzloZkovym stipcovym vektorom neznamych
strednych hodnét, mézeme teda pisat' v tvare: B = (u,, u,). Poznamename, Ze pocet
jednotiek v hornej Casti matice X je n,, kym v dolnej Casti matice ich pocet je n,.

Matica planu X vlastne ,zapina“ a ,vypina“ efekty strednych hodnét na 1., resp. 2.
subor.

V praxi obvykle hfadame odpoved na otazku, ¢i su medzi dvoma sledovanymi
subormi Statisticky vyznamné rozdiely alebo nie. PresnejSie, Ci sa stredna hodnota 1.
suboru Statisticky vyznamne 1iSi od strednej hodnoty 2. suboru alebo nie. Nulova
hypotéza prisluSného Statistického testu sa zvy€ajne formuluje v tvare Hy: p, = p,
atestuje sa oproti alternativnej hypotéze H,:p, #p,. Opisany model je
najjednoduchsim pripadom analyzy rozptylu, ktory sa nazyva (jednorozmernou)
jednofaktorovou analyzou rozptylu pre pripad dvoch suborov a je totozny s modelom
dvojvyberového Studentovho t-testu. DalSie detaily modelu a odvodenie testovej
Statistiky su dostupné napr. v [8], [9].

Ako jednoduchy priklad by sme mohli uviest aplikaciu z pofnohospodarstva,
v ktorej potrebujeme porovnat hektarové vynosy dvoch odrdéd pSenice. V tomto
pripade by premenna Y,; predstavovala hektarovy vynos prvej odrody pSenice na
prvom poli (pri prvom merani), premenna ¥,, by znamenala hektarovy vynos prvej
odrody pSenice na druhom poli (pri druhom merani) atd., az veliCina ¥, by
Specifikovala hektarovy vynos prvej odrody pSenice pri n;-om merani. Analogicky
premenné Y,,,Y,,,..,¥,, by postupne urCovali hektarovy vynos druhej odrody
pSenice pri prvom, druhom az n,-om merani.

Predpokladajme, Ze hektaroveé vynosy v pripade oboch odréd pSenice sa spravaju
podfa normalneho rozdelenia s rovnakou smerodajnou odchylkou ¢ = 0 a merania su
navzajom nezavislé. Pomocou testu jednorozmernej jednofaktorovej analyzy rozptylu
by sme mohli testovat, &i su Statisticky vyznamné rozdiely medzi dvoma odrodami
pSenice, ¢o sa tyka ich oCakavaného (priemerného) hektarového vynosu. Tato
analyza je jednorozmerna, pretoze pri kazdom merani sledujeme jediny Statisticky
znak — hektarovy vynos. Keby sme potrebovali suCasne vysvetlit' aj dalSie Statistické
znaky, napriklad diZku stebla p$enice, hmotnost slamy alebo dizku klasu, tak by sme
pouzivali viacrozmernu analyzu rozptylu (pozri v 3. &asti tohto prispevku). Dalej, nas
pbvodny priklad je jednofaktorovy, pretoze priemerny hektarovy vynos vysvetfujeme
len pomocou jedného faktora — odrody pSenice. Ak by sme pri opise hektarového
vynosu chceli brat do uvahy efekt viacerych vysvetlujucich premennych, napriklad
efekt typu pody alebo aj efekt hnojenia, tak by sme aplikovali dvoj- &i trojfaktorovu
analyzu rozptylu (pozri zaverecnu Cast tejto kapitoly).
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Pripad viacerych suborov a jedného faktora

Predchadzajuci jednoduchy model bol navrhnuty na porovnanie dvoch suborov
(vnasom ilustratnom priklade dvoch odréd pSenice), lahko ho vSak mdzeme
zovSeobecnit pre pripad £ suborov (napriklad pre £ roznych odréd pSenice). Potom
nadhodny vektor ¥ mozno napisat vtvare stipcového vektora dizky n ako
(Y11, Yigo s Vi s Yor, Yoz s Yo o Yoy, Vi, oo, ¥y, ), kde my,my, .,my SU oGty merani
v jednotlivych suboroch a n, +n, +--+n, =n, pricom nahodna premenna Y,
vyjadruje hodnotu Statistického znaku k-teho objektu (k-teho pozorovania) v i-tom
subore pre k=1.2,..,n, ai=1,2,..,£. Opat predpokladajme, ze ¥,;,¥,, ) je
nahodny vyber zrozdelenia N(u,,¢*) s neznamou strednou hodnotou yx, € B pre
i =1,2,..,f azlozky vektora ¥ su nezavislé. Vektor efektov B v linearnom regresnom
modeli ¥ = XB + = je v tomto pripade #-zloZkovym stipcovym vektorom neznamych
strednych hodnét, t. j. B = (pq, g5, ..., ), Kym maticu planu X mézeme pisat v tvare

(i 7))

1 0 .. 0
01 .. 0

X=lo 1 .. ol
00 .. 1

\lil o .. 1/
kde pocty jednotiek v jednotlivych blokoch matice X su postupne n,,n,, ..., n;.

Zakladnou ulohou je overit’ platnost’ nulovej hypotézy o rovnosti strednych hodnét
sledovaného  Statistického znaku vramci vSetkych £ suborov, t. |
H,:py = p, = - = pu,. Tato nulova hypotéza sa testuje oproti alternativnej hypotéze
H,:3i,h €{1,2,...,£},i # h, pre ktoré u. # . V nulovej hypotéze tvrdime, Ze medzi
subormi nie su $tatisticky vyznamné rozdiely v zmysle strednej hodnoty sledovaného
Statistického znaku. Ak tuto spolo¢nu strednu hodnotu z nulovej hypotézy oznacCime
symbolom g, tak model jednofaktorovej analyzy rozptylu mézeme prepisat’ do tvaru

Yo =pta; &, =H T8,

kde a; je Cisty efekt i-teho suboru na hodnotu sledovaného Statistického znaku
(i e{1,2,..,¥}) aplati vztah p, = p+ «,. Formélne sme teda pévodny model iba
reparametrizovali: strednu hodnotu i-teho suboru (x;) sme nahradili su€tom spoloCnej
strednej hodnoty (spolocného efektu u) a Cistého efektu i-teho suboru («;). Potom
nulovd hypotézu o rovnosti strednych hodnét mézeme zapisat aj v ekvivalentnom
tvare Hy: e, = a, = - = a,.

Vznika prirodzena otazka: preCo sa tato parametricka Statisticka metdoda nazyva
analyzou rozptylu, ak primarne sluzi na testovanie rovnosti strednych hodnét?
Odpoved treba hladat v odvodeni avo vyslednom tvare testovej Statistiky
spominaného testu (pozri napriklad v [8], [9]), ktora dava do pomeru sumu Stvorcov
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odchylok vysvetleného modelu (akysi rozptyl alebo variabilitu medzi subormi)
a celkovu sumu Stvorcov odchylok (celkovy rozptyl vysvetfovanej premennej).
Testovu Statistiku v reCi matematickej Statistiky zapisujeme v tvare

ESS TSS — RSS
£—1 _ {£-1
TSS  TSS '
n—4{ n—4

F =

kde ESs=3X{,n (¥, —¥)* je suma S&tvorcov odchylok vysvetleného modelu
(explained sum of squares, ESS), ¥, je aritmeticky priemer vo vnutri i-teho suboru, ¥
je celkovy aritmeticky priemer vektora ¥, RSS = L_, XL (¥;, — ¥;)? je suma $tvorcov
rezidui (residual sum of squares, RSS) a TSS = X{_, X ¢ (¥, — ¥)? je celkova suma
Stvorcov odchylok (total sum of squares, TSS). Medzi zavedenymi veliCinami plati
vztah TSS =ESS+RSS. Za predpokladu normality, nezavislosti premennych ¥,
a platnosti nulovej hypotézy plati, Ze testova Statistika F ma Fisherovo F-rozdelenie
so stuphami volnosti £ —1 an — £. Spominanu F-$tatistiku mézeme interpretovat
nasledovne: ak medzi strednymi hodnotami sledovanych suborov su len malé
rozdiely, tak rozptyl medzi subormi (ESS) bude maly a cela hodnota F-Statistiky bude
nizka. Ak hodnota Statistiky je menSia ako kriticka hodnota F-rozdelenia, tak
hypotézu o rovnosti strednych hodndét nezamietame. V opacnom pripade, ak uz len
jediny subor je iny ako ostatné, tak hodnota Citatela F-Statistiky bude vysoka (pre
vysoku variabilitu medzi subormi), teda F-hodnota pravdepodobne presiahne kriticku
hodnotu F-rozdelenia a hypotézu H, zamietneme.

Pripad viacerych suborov a viacerych faktorov

NajkomplexnejSim pripadom jednorozmernej analyzy rozptylu je ten, v ktorom
porovhavame viaceré subory a vysvetlované premenné opisujeme pomocou
viacerych efektov aich interakcii. Idea a predpoklady ANOVA aj vtomto pripade
zostavaju rovnaké, ako sme ich opisali predtym, avSak linearny regresny model
a testové Statistiky budu z matematického hfadiska uz o nie€o zloZitejSie. Ako priklad
dvojfaktorovej analyzy rozptylu by sme mohli uviest istu modifikaciu ilustratnej studie
z oblasti polnohospodarstva (uvedenej na zacCiatku tejto kapitoly). Predpokladajme
teda, Ze potrebujeme porovnat hektarové vynosy siedmich odrdéd pSenice, ktoré sa
pestovali v troch réznych typoch pdédy. Nech Y, je hektarovy vynos i-tej odrody

pSenice siatej do j-teho typu pddy v pripade k-teho pozorovania (pri danej kombinacii
odrody pSenice atypu pbdy), pricom v naSom priklade i =7 odrdd pSenice, j = 3
ak=12..,mn, kde n; je poCet merani v pripade i-tej odrody a j-teho typu pody.
Podrobny vSeobecny popis dvojfaktorovej analyzy rozptylu a odvodenie testovych

Statistik na testovanie hypotézy o rovnosti strednych hodnét je mozné najst napriklad
v knihe [9].

Moznosti pouzivania modelu ANOVA a testovanie hypotéz v tomto modeli ponuka
viacero matematickych ¢&i Statistickych softvérov, ako napriklad SPSS, Microsoft
Excel, SAS alebo R. V pripade posledného menovaného softvéru mozno aplikovat
napriklad funkciu aov, ktora je su€astou zakladného Statistického balika programu
[12].
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3. MODEL VIACROZMERNEJ ANALYZY ROZPTYLU
Model viacrozmernej analyzy rozptylu vznikol zovSeobecnenim jednorozmerného
modelu pre situacie, ked sa na skumanych objektoch su€asne sleduje p Statistickych
znakov, kde p je prirodzené Cislo vacsie ako 1. Podkladovy linearny regresny model
viacrozmernej analyzy rozptylu (tzv. vSeobecny model MANOVA) mézeme zapisat
v tvare
¥Y=XB+E,

kde ¥ je nahodna matica typu n x p, priCom n je pocCet vSetkych sledovanych
objektov (pocet riadkov matice ¥), p je poCet sledovanych Statistickych znakov (pocet
stipcov matice ¥), X je znama nenahodna matica planu rozmerov n x £, pricom ¢ je
poCet regresnych parametrov (efektov alebo oSetreni) pouZzivanych pre kazdy
sledovany $tatisticky znak, B je nenahodna neznama matica efektov typu £ x p a E je
nahodna matica rozmerov n x p, ktorej kazdy riadok je nahodnym vyberom z p-
rozmerného normalneho rozdelenia N,(0,Z), kde £ je kovarianCnou maticou p-tice

sledovanych Statistickych znakov.

Pripad jedného faktora
Ak sledovanu zavislu premennu vysvetlujeme pomocou jedného faktora, tak
vySSie uvedeny vSeobecny model viacrozmernej analyzy rozptylu mézeme napisat
v tvare
Vi=pta +s,,

kde ¥,; je p-rozmerny vektor hodnot sledovanych Statistickych znakov v pripade k-
teho pozorovania v i-tom subore (alebo v pripade i-teho oSetrenia) pre k = 1,2, ..., n,
ai=12,..,4¢ pricom n, je poCet pozorovani (merani) vykonanych v i-tom subore
an=23’_,n je celkovy potet pozorovani. Dalej, symbolom g oznacujeme vektor
strednych hodnét sledovanych Statistickych znakov nezavisly od suborov (u je tzv.
spolo¢ny alebo celkovy efekt). Podobne ako pri jednorozmernom modeli ANOVA, aj
vtomto pripade a; oznacCuje Cisty efekt i-teho suboru na hodnoty sledovanych
Statistickych znakov. Poznamenajme, ze a; je tiez p-rozmernym vektorom, pre ktory
plati vztah g+ e, = u., kde u. je vektorom strednych hodnét i-teho suboru.
Poslednym ¢lenom modelu jednofaktorovej viacrozmernej analyzy rozptylu je p-
rozmerny nahodny Sum &,;, o ktorom predpokladame, zZe pochadza z p-rozmerného
normalneho rozdelenia N, (0,£).

Hlavnou ulohou MANOVA je testovanie vplyvu suborov na hodnoty sledovanych
Statistickych znakov, t. j. €i jednotlivé subory maju vplyv na vysledné hodnoty alebo
nie. Nulovu hypotézu o rovnosti vektorov strednych hodnét sledovaného Statistického
znaku v ramci vSetkych ¢ suborov mbézeme pisat v tvare Hy:p, = p, = -~ = p;. AK
plati nulova hypotéza, tak to znamena, ze medzi subormi nie su Statisticky vyznamné
rozdiely v zmysle strednej hodnoty a vysvetlované premenné mozZno popisat len
pomocou spolo¢ného efektu u. Uvedena nulova hypotéza sa obvykle testuje oproti
alternativnej hypotéze H,: 3i,h €{1,2,...,¥},i # h, pre ktoré u, # u,. Tvrdi, Ze medzi
subormi je aspon jeden, ktory sa S$tatisticky vyznamne 1iSi od ostatnych suborov
v zmysle vektora strednych hodnét. Na definovanie testovych Statistik pre uvedenu
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nulovi hypotézu je potrebné zaviest niekolko dalSich oznaCeni a definovat
rozdelenia pravdepodobnosti pre viacrozmerné nahodné vybery.

Definicia 1. Nech Z,,Z,,..,Z, je nahodny vyber z p-rozmerného normalneho
rozdelenia N,(0,X), kde X je pozitivne definitna matica typu p xp. Nech
Z'=(Z,Z,,..,Z,) je ndhodna matica typu p xn anech M=2Z"Z je nahodna
matica typu p x p. Rozdelenie pravdepodobnosti matice M nazyvame Wishartovym
rozdelenim s parametrom X a stupfiami volnosti n; oznaCujeme to zapisom
M ~ W, (E,n).

Definicia 2. Nech M a N su nezavislé nahodné matice typu p xp anech
M ~ W,(I,,m), N ~W, (I, n), pricom m = p asymbolom I, oznaCujeme identicku
maticu typu p % p (maticu, ktora ma na svojej hlavnej diagonale samé jednotky
a mimo hlavnej diagonaly samé nuly). Definujme nahodnu premennu A predpisom
_det(M) 1
~det(M+ N) det(I, + MTIN)

kde det(M) oznacuje determinant matice M a M~ je inverznou maticou matice M.
Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej A nazyvame Wilksovym Lambda-
rozdelenim s parametrami p, m, n; 0znacujeme to zapisom A~A(p,m,n).

Definujme teraz viacrozmerné ekvivalenty veli€¢in ESS, RSS a TSS zavedenych
v 2. Casti tohto prispevku pri modeli jednorozmernej jednofaktorovej analyzy rozptylu.

Definicia 3. Nech pre nahodnu maticu ¥ platia vSetky predpoklady modelu MANOVA
a nech

H :ini ¥, -nNE, -7’

je matica suctov Stvorcov a sucinov odchylok medzi sibormi, kde ¥; je p-rozmerny
vektor aritmetickych priemerov hodnét sledovanych Statistickych znakov vo vnutri i-
teho suboru a ¥ je p-rozmerny vektor celkovych aritmetickych priemerov pocitanych
po stipcoch matice ¥. Dalej nech

E = ii(ykf - ?.ij (Ykz' - ?.z’j_

i=1 k=1

je matica suctov Stvorcov a sucinov odchylok vo vnutri suborov a

T:ii(yki_?j(}rki_ Y)’

i=1 k=1
je matica celkovych suctov Stvorcov a sucinov odchylok.
Poznamename, ze medzi vySSie definovanymi maticami plati vztah T = E + H,

ktory je viacrozmernou analdgiou vztahu TSS = ESS + RSS. Tiez dodavame, Ze za
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predpokladu, Ze riadky matice ¥ pochadzaju z nahodného vyberu z rozdelenia
N, (m;,X), nahodne matice E a H maju Wishartovo rozdelenie.

Veta 1. Nech platia vSetky vysSie zavedené oznacenia a predpoklady. Potom testova
Statistika pomerom vierohodnosti pre hypotézu o rovnosti vektorov strednych hodnét
sledovaného Statistickeho znaku vramci ¢ suborov v modeli MANOVA
(Hy: oy = pp, = -~ = pg) ma tvar

_ det(E)  det(E) 1
 det(T) det(E+H) det(l, +E'H)

kde testova Statistika A ma Wilksovo Lambda-rozdelenie s parametrami p, vg, vy, kde
ve =n—4{ je hodnost nahodnej matice E a vy =+¢—1 je hodnost nahodne;j
matice H.

Dékaz Vety 1 mozno najst napriklad v [9].

Test zavedeny vo Vete 1 nazyvame Wilksovym testom pomerom vierohodnosti
a interpretujeme ho podobne ako F-test definovany pre jednorozmernu analyzu
rozptylu. Ak determinant matice E~*H je maly, tak to znamena, Ze medzi sibormi nie
su velké odchylky. Potom aj determinant matice I,F+E‘1H bude maly, teda to

znamena, Ze nulovu hypotézu nezamietame pri vysokych hodnotach a-testovej
Statistiky. Hodnoty testovej Statistiky sa v praxi obvykle porovnavaju s kritickymi
hodnotami aproximativheho Fisherovho F-rozdelenia alebo s kritickymi hodnotami
aproximativneho yZ*-rozdelenia (dalSie detaily s uvedené v publikaciach [8], [9],

[14]).

Pri testovani hypotézy o rovnosti vektorov strednych hodnét v modeli MANOVA sa
okrem Wilksovho testu pomerom vierohodnosti pouzivaju aj dalSie testy, napriklad
Pillaiov test, Lawleyov-Hotellingov test alebo Royov test.

Nech platia vSetky vySSie zavedené oznacenia a predpoklady. Definujme testovu
Statistiku ¥ ako
V =st((E+ H) 'H),

kde st oznaCuje stopu matice, teda sucCet diagonalnych prvkov matice. Testova
Statistika V sa nazyva Pillaiovou stopou [11], [14]. Dalej, definujme testovu $tatistiku
U predpisom

U =st(E71H),

ktora sa nazyva Lawleyovou-Hotellingovou stopou [8], [14]. Oznaéme symbolom A,
najvacsie vlastné Cislo matice E"*H, ktoré sa nazyva Royovo najvacsie vlastné éislo.
Potom testova Statistika definovana ako
"11
144,
sa nazyva Royovou testovou Statistikou pomocou najvacSieho vlastného Cisla [8],
[14]. V teoretickych pracach autorov tychto testovych Statistik sa ukazalo, Ze vSetky
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tri su aplikovatefné pri testovani hypotézy H,: u, = g, = --- = u, v modeli MANOVA.
Hoci vSetky tri testové Statistiky (nahodné premenné v, 7 a #) maju odvodené svoje
rozdelenie pravdepodobnosti, v praxi sa obvykle aplikuju aproximacie zalozené na
Fisherovom F-rozdeleni. DalSie podrobnosti o aproximaciach aich pouzitefnosti
obsahuje napriklad praca [14].

4. PRAKTICKA APLIKACIA VIACROZMERNEJ ANALYZY ROZPTYLU

Prakticku ukazku testovania hypotéz v modeli MANOVA sme zvolili z oblasti
papierenského priemyslu. Pévodné data boli publikované v clanku [1] a dalej sa
podrobnejSie analyzovali v knihe [7]. V oboch pripadoch vSak iSlo o analyzy
zamerané na pouzitelnost tzv. zovSeobecnenych linearnych modelov (generalized
linear models, GLM), takZze naSe skumania o aplikovatelnosti MANOVA sa od nich
odlisuju.

Experiment sa uskuto¢nil v roku 1985 v papierni Norske Skog v nérskom meste
Skogn abol zamerany na meranie kvality papiera pri rébznych nastaveniach
vyrobného procesu. Trval 30 hodin, priCom vyskumnici v hodinovych intervaloch
merali a zaznamenavali 13 réznych ukazovatefov kvality papiera, ktoré teraz
pracovne oznacCime ako ¥,, Y, ..., ¥;,, ¥;;. PoCas experimentu sa podarilo zaznamenat
29 uspesSnych merani, jedno meranie sa nepodarilo. Cieflom pévodného experimentu
bolo zistit, ako vplyvaju 3 ovplyvnitelné nastavenia procesu vyroby papiera
(oznaCime ich ako X,,X,, X;) na kvalitu papiera. Ukazalo sa, Ze vystupné premenné
¥, ¥, ..., ¥, ¥ maju zlozitd multivariaCnu Struktaru, a preto uz autor pévodného
Clanku [1] na vyhodnotenie experimentu pouzival metodiky viacrozmernych
Statistickych analyz.

V naSich analyzach sa zameriame na testovanie hypotézy o rovnosti vektorov
strednych hodnét v modeli MANOVA, t. j. otestujeme, Ci rézne nastavenia troch
vstupov vyroby maju alebo nemaju vplyv na 13 suc€asne sledovanych Statistickych
znakov (na ukazovatele kvality papiera). Dodato¢ne vykoname aj testovanie
vyznamnosti vplyvu vysvetlujucich premennych (nastaveni vyrobného procesu) na
sledované vysvetlované premenné (ukazovatele kvality papiera). VSetky nase
analyzy sa uskutoCnili v prostredi softvéru R [12], znacnu C&ast postupu preto
uvadzame heslovito a v programatorskom formate.

# nacitanie dat (zdroj dat: [1])

np <- read.table(
"http://www.ilam.fmph.uniba.sk/ospm/Szucs/data/norwaypaper.csv",
header=TRUE) ; attach (np);

# ndzvy pouzivanych premennych:

# Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Y8 Y9 Y10 Y11 Y12 Y13 X1 X2 X3
# vypisanie matice plénu:

cbind(rep(l, length(X1)), X1, X2, X3)

KedZe model MANOVA je zalozeny na predpoklade normality vysvetlovanych
premennych, v prvom kroku vykoname zovSeobecneny Shapirov-Wilkov test na
viacrozmerné normalne rozdelenie publikovany v €lanku [16]. Pri tomto teste
v softvéri R pouzivame balik mvShapiroTest [3].
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install.packages ("mvShapiroTest"); library (mvShapiroTest)
mvShapiro.Test (cbind(Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8,Y9,Y10,Y11,Y12,Y13))
# Vystup:

# Generalized Shapiro-Wilk test for Multivariate Normality by
# Villasenor-Alva and Gonzalez-Estrada
# MVW = 0.96663, p-value = 0.698

Skratkou MvWw sa v predoSlom vystupe oznaCuje hodnota testovej Statistiky
zovSeobecneného Shapirovho-Wilkovho testu na viacrozmerné normalne rozdelenie
(matematické vyjadrenie testovej Statistiky mozno najst napriklad v &lanku [16]).
Nulovou hypotézou testu je, Ze data pochadzaju z normalneho rozdelenia. P-hodnota
testu (p-value) vySla pomerne vysoka (0,698), takze nulovu hypotézu by sme
nezamietli na bezne pouzivanych hladinach vyznamnosti, teda hodnoty nasich
ukazovatelov kvality papiera by sa mohli riadit podfa 13-rozmerného normalneho
rozdelenia. Vysledok tohto testu vSak musime brat s uritou rezervou, pretoze
v datovom subore sa nachadza len 29 pozorovani, €o je pomerne maly pocCet na
adekvatne posudenie normality.

KedZe viacrozmernu normalitu vysvetlovanych premennych sme nezamietli,
moézeme pristupit k hlavnym testom v modeli MANOVA. V nulovej hypotéze testu
o rovnosti vektorov strednych hodnét predpokladame, Ze rbézne nastavenia troch
vstupov vyrobného procesu nemaju Statisticky vyznamny vplyv na vyslednu kvalitu
papiera, t. j. Hy: uy = p, = p5 alebo Hy: @y = @, = a5. Pri testovani pouzivame vSetky
Styri testové Statistiky uvedené na konci predchadzajucej Casti a vypocty vykoname
pomocou balika car [2].

# vytvorenie linedrneho regresného modelu,

# ktory obsahuje aj celkovy efekt

modell <- Im(cbind(Y¥Y1l,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8,Y9,Y10,Y11,Y12,Y13) ~
1+X1+X2+X3, data=np)

#

install.packages ("car"); library(car);

# CAR = Companion to Applied Regression [2]

#

# pouzivame prikaz lht = Linear Hypothesis Test

1lht (modell, c("X1", "X2", "X3"))
Vystup:
Multivariate Tests:

Df test stat approx F num Df den Df Pr (>F)

Pillai 3 2.269414 3.584183 39 45.00000 2.6920e-05 *x*xx*
Wilks 3 0.006956 4.380605 39 39.24367 5.2064e-06 **xx*
Hot.-Lawley 3 17.176653 5.138315 39 35.00000 1.7985e-06 **xx*
Roy 3 11.897814 13.728247 13 15.00000 4.8994e-06 ***

Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 ‘**’ 0.01 *’ 0.05 .’ 0.1 » " 1

Stlpce vystupu st nasledovné:

ndzov testovej Statistiky (Pillai, Wilks, Hot.-Lawley, Roy),

Df = pocCet stupnov volnosti (pocdet testovanych premennych),

test stat = hodnota testove]j sStatistiky,

approx F = hodnota aproximativnej F-3tatistiky,

num Df, den Df = podty stupnov volnosti (parametre) F-Statistiky,

H= S S e e o S e S S S o e S S e
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# Pr(>F) = p-hodnota testu poc¢itand z aproximativnej F-Statistiky.
#

# V poslednom riadku vystupu st uvedené vizualne kdody

# signifikantnosti testov medzi rdéznymi hladinami vyznamnosti.

Z posledného stipca vystupu, oznadeného ako Pr (>F), je zrejmé, Ze p-hodnota
vSetkych Styroch testov vysla vefmi nizka. To znamena, ze pri testoch nastalo
vyznamné porusenie nulovej hypotézy, ktoru preto s velkou istotou zamietame. To
znamena, zZe aspon jedno z troch nastaveni vstupov vyrobného procesu ma
Statisticky vyznamny vplyv na vyslednu kvalitu papiera, teda efekt aspon jedného
oSetrenia sa |iSi od ostatnych dvoch efektov.

V predchadzajucom teste sa data testovali ako jeden celok a zistilo sa, ze niektoré
nastavenia vstupnych premennych by mohli mat’ vplyv na kvalitu papiera. M6zeme
preto polozit prirodzené otazky: Ktora vstupna premenna z X,,X,,X; ma najvacsi
vplyv na 13 pozorovanych ukazovatefov? VSetky vysvetfujuce premenné maju
Statisticky vyznamny vplyv alebo len niektoré z nich? Odpoved na tieto otazky nam
da tzv. test vyznamnosti vplyvu vysvetfujucich premennych (pozri [8], [9]), ktory tiez
vykoname v softvéri R pomocou balika car [2] a prikazu Anova. Nulovou hypotézou
testu je, Ze testovana vstupna premenna nema Statisticky vyznamny vplyv na
hodnoty vystupnej premennej (t. j. ma nulovy efekt na hodnoty vystupnej premennej).

Anova (modell, test.statistic="Wilks")

Anova (modell, test.statistic="Pillai")

Anova (modell, test.statistic="Hotelling-Lawley")
Anova (modell, test.statistic="Roy")

vystupy tychto prikazov st podobné, preto uvadzame len prvy z nich
Type II MANOVA Tests: Wilks test statistic
Df test stat approx F num Df den Df Pr (>F)
X1 1 0.080818 11.3734 13 13 4.73e-05 ***
X2 1 0.247041 3.0479 13 13 0.02717 ~*
X3 1 0.283753 2.5242 13 13 0.05369

Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 ‘**’ 0.01 *r 0.05 ./ 0.1 » " 1

Stipce vystupu st skoro rovnaké, ako v pripade vystupu
pri prikaze lht (vid vyS$Sie).

H= S S e o S S S S S S

Vysledok testu zaloZzeny na Wilksovej testovej Statistike preukazal, Ze
najvyznamnejSou vstupnou premennou je premenna X,, pretoze p-hodnota testu
vyznamnosti (uvedena v poslednom stipci vystupu) vys$la velmi nizka (0,0000473),
teda nulovu hypotézu o nulovom efekte premennej X; by sme zamietli na v8etkych
beZne pouzivanych hladinach vyznamnosti. Dalej na hladine vyznamnosti 0,05 by aj
premenna X, mohla mat Statisticky vyznamny efekt na kvalitu papiera, pretoZze p-
hodnota testu vysla 0,02717 < 0,05, teda nulovu hypotézu o nevyznamnom vplyve
premennej X, by sme zamietli. Z vystupu tiez vidime, Ze najslabsi efekt na kvalitu
papiera ma premenna X, pri ktorej by sme nulovu hypotézu na hladine vyznamnosti
0,05 nezamietli (p-hodnota = 0,05369 = 0,05). Pre uplnost dodavame, Ze tieto testy
vyznamnosti vplyvu vysvetlujucich premennych by sme mohli vykonat aj pomocou
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funkcie manova, ktora je suCastou zakladného Statistického balika softvéru R.
Pouzitie a vystup funkcie uvadzame dale;.

m <- manova (modell)
summary (m)

Df Pillai approx F num Df den Df Pr (>F)
X1 1 0.91918 11.3734 13 13 4.73e-05 ***
X2 1 0.76630 3.2790 13 13 0.02048 *
X3 1 0.71625 2.5242 13 13 0.05369 .

Residuals 25

Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 ‘**’ 0.01 >’ 0.05 ./ 0.1 » " 1

Stipce vystupu st skoro rovnaké, ako v pripade vystupu
pri prikaze 1lht (vid vys$sie).

H= = S S S S S S S S

Vysledok tohto testu pri pouziti Pillaiove] testovej Statistiky vySiel velmi podobne
ako v predchadzajucom vystupe. Mo&zZeme teda zhrnut, Ze najvyznamnejSou
premennou je prva vstupna premenna vyrobného procesu, kym zvysné dve vstupné
nastavenia maju pravdepodobne len mens$i vplyv na vyslednu kvalitu vyrabaného
papiera.

5. ZAVER

Viacrozmerna analyza rozptylu ma Siroké spektrum vyuZitia od lekarskej vedy cez
pofnohospodarstvo az po priemyselné aplikacie. Jej najvacsou vyhodou je, ze
komplexne, vramci jediného modelu, zohladiuje vSetky vstupné a vystupné
premenné, ato aj v pripade, ked su viacrozmerné. V tomto Clanku sme zhrnuli
najdélezitejSie teoretické poznatky o modeli viacrozmernej analyzy rozptylu
a testovani hypotéz vtomto modeli. Poukazali sme aj na mozné slabé miesta
testovania pomocou modelu MANOVA, najma o sa tyka pripadného poruSenia
predpokladu normality kvantitativnych vysvetlovanych premennych. V ¢lanku sme
uviedli Styri Statistické testy vhodné na testovanie rovnosti vektorov strednych hodnét
a ich pouzitie sme ilustrovali realnym prikladom z oblasti vyroby papiera. Do rieSenia
ilustracnej ulohy sme doplnili aj test vyznamnosti vplyvu vysvetlujucich premennych
v modeli MANOVA. Jednym z hlavnych vystupov tohto prispevku je ukazka postupu
testovania hypotéz v modeli MANOVA v prostredi softvéru R. Tento postup je do
velkej miery vSeobecny, a preto sa da pouzit aj pri inych vyskumoch a datovych
suboroch.

Tento €élanok vznikol s podporou grantov VEGA 2/0047/15, VEGA 1/0251/16
a APVV-0465-12.
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RESUME

Multivariate analysis of variance (MANOVA) has a wide range of applications, from
medical science through agriculture to industrial applications. The main advantage of
MANOVA is the simultaneous consideration of all input variables, even if the
variables follow a complex multivariate distribution. This paper presents the
theoretical background of the univariate and multivariate analysis of variance and
hypothesis testing in these models. We have also pointed out possible limitations of
MANOVA, especially the violation of normality assumption of explanatory variables of
the linear regression model. To test the equality of mean vectors the following four
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test statistics were used: Wilk's lambda, Pillai's trace, Hotelling-Lawley's trace and
Roy's largest eigenvalue. To illustrate the usage of these test statistics, a research
study from the paper industry was mentioned. The significance test of the impact of
explanatory variables in the MANOVA model was carried out as well. The main
contribution of this paper is to demonstrate the MANOVA model construction and
testing of hypotheses in R software. Our approach is general enough to be applied to
other studies and datasets as well.
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