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ODHAD PARAMETRU GOMPERTZOVY-MAKEHAMOVY FUNKCE:
KINGOVA-HARDYHO METODA

ESTIMATION OF THE PARAMETERS OF GOMPERTZ-MAKEHAM FUNCTION:
KING-HARDY METHOD

ABSTRAKT

Umrtnost nejstarich osob byva ovlivnéna jak nahodnymi, tak systematickymi
odchylkami. Proto je nezbytné ji modelovat. Jiz po dlouhou dobu se pouziva pro
modelovani umrtnosti nejstarSich osob pfedevSim Gompertzova-Makehamova
funkce. Jeji vyhodou je, Ze k odhadu neznamych parametrl neni tfeba zadny
specialni software. Mizeme také pouzit Kingovu-Hardyho metodu. Cilem tohoto
¢lanku je predstavit uvedenou metodu a zminit jeji vyhody a nevyhody. Dulezitou
soucasti také bude nasledna optimalizace ziskanych odhadl pomoci feSitele v MS
Excel. Pro porovnani budou uvedeny i odhady parametrli ziskané pomoci softwaru
DeRaS. Cilem je zjistit, jak se budou liSit hodnoty ziskané podle Kingovy-Hardyho
metody a odhady ziskané z DeRaSu. Jako vstupni data budou pouzita data
o umrtnosti muzt a zen v Ceské republice.

ABSTRACT

Mortality at the highest ages is influenced by systematic and random errors. It is
therefore needed to be modelled. For modeling of mortality of the oldest persons is
the most frequently used the Gompertz-Makeham function. Its main advantage is that
for the estimation of unknown parameters is not necessary to have any special
software. The King-Hardy method can also be used. The aim of this paper is to
present this methodology and list its advantages or disadvantages. Important part of
this paper will also be the subsequent optimization of estimated parameters of the
Gompertz-Makeham function by means of MS Excel Solver. The parameter
estimations obtained by the DeRaS software will be included for the sake of
comparison. The aim will be to identify how will the values obtained by King-Hardy
method and the estimates obtained by DeRaS software differ male and female
mortality data for the Czech Republic will be used as input data.
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1. UVOD

V posledni dobé se stale vice diskutuje o prodluzovani lidského Zivota a také
o starnuti populace. Prodluzovani lidského zivota znamena, Ze bude pfibyvat osob,
které se budou dozivat velmi vysokého véku (Gavrilov a Gavrilova, [8]). Pro
pfedstavu, jak se bude vyvijet umrtnost v nejvysSich vécich, bude do budoucna
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potfeba co nejpfesnéji zachytit umrtnost osob v nejvy$Sim véku (Koschin, [12]).
K tomuto ucelu se jiz po dlouhou dobu pouziva Gompertzova-Makehamova funkce
(G-M funkce) (Boleslawski a Tabeau, [1], Coelho et al., [3], Gompertz, [9], Makeham,
[13] nebo Thatcher et al., [14]). Jeji vyhodou je, Ze pro odhad neznamych parametra
jsou k dispozici pocCatecni odhadové vzorce (tzv. Kingova-Hardyho metoda).
Vysledky této metody jsou ovlivnény pocateCnim nastavenim Sifky vékovych
intervall a véku, od kterého budeme provadét vyrovnani. Je dulezité uvédomit si, ze
vyrovnani je dobré provadét od 60 let a naopak horni hranice je dana spolehlivosti
empirickych dat (tato hranice se zpravidla stanovuje na 85 let — pro pouZitou
Kingovu-Hardyho metodu je stanovena na 83 let). Dulezitou soucasti €lanku je
i nasledna optimalizace odhadl neznamych parametri Gompertzovy-Makehamovy
funkce. Tato optimalizace predevSim umoznuje vylepSeni ziskanych odhadu
parametrd a také vysledné vyrovnani.

2. METODIKA

Nejprve je tfeba uvést, jakym zpusobem ziskame empirické hodnoty mér umrtnosti
(ze kterych potom vychazime pfi modelovani umrtnosti Gompertzovou-
Makehamovou funkci):

M
m, =—=, (1)
Sx
kde M, je poCet zemfelych v dokoneném véku x a Sx je stfedni stav pocCtu zijicich

x-letych.

K modelovani umrtnosti nejstarS§ich osob muzeme pouzit Gompertzovu-
Makehamovu funkci. Mezi jeji vyhody patfi i to, Ze k odhadu neznamych parametru je
mozné pouzit po&ateéni odhadové vzorce (CSU [4], Gavrilov a Gavrilova [7]). Jde
o tzv. Kingovu-Hardyho metodu, ktera se pouziva pro odhad neznamych parametr(
Gompertzovy-Makehamovy funkce.

Gompertzova-Makehamova funkce: m, =y, ,,s =a+b.c**°, (2)

kde ux je intenzita umrtnosti, x je vék, a, b a ¢ jsou neznamé parametry
Gompertzovy-Makehamovy funkce.

Kingova-Hardyho metoda vychazi z poznatku, Zze Gompertzova-Makehamova
funkce obsahuje tfi neznamé parametry. Pro jejich odhad budeme tedy potiebovat ffi
rovnice. Aby byla soustava rovnic snadnéji feSitelna, budou pro odhad pouzity tfi
stejné dlouhé na sebe navazujici intervaly. Nejprve je tfeba zvolit vék, od kterého
bude provadéno vyrovnani pomoci Gompertzovy-Makehamovy funkce (xp), a potom
Sifku intervalu (k) (Fiala [6], Konschin [11]).

Xo+k—1 Xo+k—1

G, = Ym,= Y a+bc ™ )=ka+bc™? (1 +c+..+c"") (3)
X=X X=X
Xo+2k—1

G,= Y m =ka+bc™*" 1 +c+.+c"") (4)
X=Xqg+k
Xo+3k—1

G,= Y.m,=ka+bc™? (1 +c+..c"") (5)
X=Xo+2k

Pro dalSi vypocty budeme uvazovat, Zze k = 8 a xo = 60.
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Pro feSeni rovnic provedeme nejprve jejich odecteni. Nejprve odecteme rovnici (4)
od rovnice (5). A potom odecteme rovnici (3) od rovnice (4).

G,—G,=b.c™"® (c"-1(1 +c+..+c"
G,-G,=bc™® (c*-1)(1 +c+..+c"")

Tim dojde k vylouCeni parametru a. V dalSim kroku vylouCime parametr b
a zlistane nam jen k-ta mocnina parametru c (tj. ¢*):

« _G:-G, _ b.cXoO (kN Hc+..+c"T)
G,-G, bc ™ (ck-1)(1 +c+..+c") "’
Neznamy parametr ¢ potom ziskame jako k-tou odmocninu z c*.

(6)

Po dalSich upravach ziskame pocatecni odhad parametru b jako:
Gz _G1
b= 05 [ -k Ky
co™ (e -1 +c+..c")

(7)

A pocateéni odhad parametru a ziskame jako:
_ X0+0,5 k-1
a:G1 b.c .(1k+c+...+c ). (8)
Pfed provadénim dalSich uprav je tfeba ovéfit, zda pro parametry Gompertzovy-
Makehamovy funkce plati:
b#0,c#0,c#+1. (9)

Z rovnice (1) vyplyva, ze pokud by byl parametr b roven 0 nebo absolutni hodnota
parametru ¢ rovna 1, potom by byly miry umrtnosti konstantni (tzn. nezavislé na
véku). To urcité v nejvySSim véku neplati.

Dale je tfeba ovéfit, zda plati, ze b>0a c > 0.

Po vypoctu pocate€nich odhadl parametrd Gompertzovy-Makehamovy funkce je
dale mozné provést jejich naslednou optimalizaci. Optimalizace poc¢ateCnich odhad
parametrd nam umoznuje ziskat jesté lepsi vyrovnani Gompertzovou-Makehamovou
funkci. Jako optimaliza€ni kritérium muizeme pouzit minimalizaci souctu vazenych
¢tvercu odchylek (Dotlacilova et al [5] nebo Fiala [6]):

S, +S., ~
= X (m,, -m3 Y, (10)
.m, .1 -m,)

kde S:x je pocCet Zijicich x-letych na pocatku roku t, m; je vékové-specifickd mira
umrtnosti vroce f{, rﬁtGXM jsou vyrovnané specifické miry umrtnosti pomoci

Gompertzovy-Makehamovy funkce.

v

v.C.O.

Pfi stanoveni optimalizac¢niho kritéria je tfeba uvédomit si, ze vylepSeni
pocate¢nich odhadl parametrd Gompertzovy-Makehamovy funkce se Casto provadi
pomoci metody nejmenSich ¢tvercu. Je tedy tfeba ovéfit pfedpoklady, za kterych je
mozné metodu pouzit. Vychazime z predpokladu, Ze rezidua maji normalni rozdéleni
s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem. Potom nejlep§im odhadem
parametru regresni funkce je odhad, ktery minimalizuje soucet &tverci odchylek
vyrovnanych hodnot od napozorovanych. Pokud maji rezidua rizné rozptyly, potom
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je treba veliCiny transformovat na stejny rozptyl — vydélime je smérodatnymi
odchylkami. Nejlep§im odhadem je potom ten, ktery minimalizuje soucet Ctvercl
transformovanych rezidui. Tuto uvahu je mozné aplikovat i na specifické miry
umrtnosti, kdy predpokladame, Ze jednotliva umrti jsou stejné rozdélena a nezavisla.
Celkovy pocet zemrelych potom pokladame za nahodnou veliinu s binomickym
rozdélenim (s parametry: stfedni stav poctu Zijicich a vyrovnana mira umrtnosti). Za
pfedpokladu, Ze stfedni stavy jsou velka Cisla, je mozné binomické rozdéleni
aproximovat rozdélenim normalnim. Nakonec parametry normalniho rozdéleni
vydélime stfednim stavem. Vysledné vahy ziskame jako pfevracené hodnoty rozptylu
(Dotlacilova et al., [5]).

Vypocet vazenych ¢tvercu odchylek provedeme ve vékovém intervalu <60; y>, kde
y je nejvyssi vék, ve kterém jesté neni mira umrtnosti rovna 0. Tento zpusob volby
v8ak neni vhodny u malé populace, kde by se mohlo stat, Ze mira umrtnosti bude O i
v relativné nizkém véku. Proto je mozné vék y stanovit také jako nevysSSi vék, ve
kterém se jeSté miry umrtnosti vyrazné neodchyluji od trendu exponencialniho rustu.

Mezi vyhody Kingovy-Hardyho metody patfi pfedevSim jeji jednoduchost. Také
nam poskytne pomérné dobré pocatec¢ni odhady neznamych parametrd. Na druhou
stranu ma i nevyhody. Je dulezité uvédomit si, Zze ziskané vysledky jsou ovlivnény
prfedevSim tim, jaky je stanoven pocatecni vék pro vyrovnani (tj. xo), a potom také
Sifkou vékového intervalu (ij. k).

V dalSi Casti pfispévku bude ukazano mozné vylepSeni ziskanych pocateCnich
odhadu. Jako kritérium pro optimalizaci bude pouzita minimalizace souctu vazenych
&tverc odchylek (10). Potfebné vypoéty budou provedeny pomoci procedury Resitel
v MS Excel (Fiala, [6]).

Pro porovnani budou uvedeny odhady parametri ziskané ze softwaru DeRaS
(Burcin et al., [2]). Tento software slouzi pro vyrovnavani a naslednou extrapolaci
kfivek umrtnosti ve vy§Sim véku. Je zde dostupnych nékolik modell (napf.
Gompertzova-Makehamova funkce, Kannistiv nebo Thatcheriv model). Neznamé
parametry jsou odhadovany pomoci nelinearni regrese (metoda vazenych
nelinearnich nejmensich &tvercl, kdy v kazdé iteraci dochazi k prepocitani vah). Pfi
odhadu neznamych parametrt se vychazi z vékového rozpéti od 65 do 90 let.

3. VYSTUPY

Pro odhady neznamych parametri Gompertzovy-Makehamovy funkce byla
pouzita data o umrtnosti Ceské populace od roku 1960 do roku 2011. Nejprve byly
odhady ziskany pomoci Kingovy-Hardyho metody (kde xo = 60 a k = 8). U ziskanych
odhadu byla provedena nasledna optimalizace.
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Graf &é. 1: Odhady parametri G-M funkce a jejich optimalizované hodnoty — Ceska
republika (muzi)
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Zdroj: data Human Mortality Database [10], viastni vypocty

Na grafu €. 1 je znazornén vyvoj odhadl neznamych parametrl ziskanych pomoci
pocateCnich odhadovych vzorcu u populace €eskych muzu. Z grafu jsou pro vétsi
pfehlednost vynechany odhady parametru b (ty jsou uvedeny az v tabulce €. 1 resp.
v tabulce €. 2).

Ze ziskanych vysledku je zfejmé, ze optimalizované hodnoty parametrt vykazuji
mensi vykyvy v €ase (v porovnani s plvodnimi odhady).

Vtabulce €. 1 jsou uvedeny konkrétni hodnoty parametri Gompertzovy-
Makehamovy funkce ziskané pfi pouziti Kingovy-Hardyho metody. Pokud porovname
ziskané odhady se zminénymi pocatecnimi podminkami (9), tak je také zfejmé, ze
ani v jednom z pfipadu nedochazi k jejich poruseni.
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Tabulka ¢. 1: Odhady parametri Gompertzovy-Makehamovy funkce ziskané pomoci
Kingovy-Hardyho metody — Ceska republika, muzi

¢sU - muzi 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969
a-CzS0 0,010679 0,009663 0,002858| 0,006375 0,003194| 0,002539| -0,006729 -0,003396| 0,000711| -0,031870
b - CZSO 0,000020 0,000026 0,000055| 0,000043| 0,000067| 0,000071| 0,000181 0,000012| 0,000076| 0,000999
c- CZSO 1,120833 1,116857 1,108633| 1,110505| 1,104763| 1,104006| 1,091502 1,126194| 1,104051| 1,070650
¢sU - muzi 1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979
a- CZS0 -0,027107 -0,031928 -0,014224| -0,018769| -0,026546| -0,013524| -0,023408 -0,020058| -0,021598| -0,014336
b - CZSO 0,000668 0,000801 0,000270 0,000322| 0,000515| 0,000185| 0,000318 0,000286| 0,000309| 0,000195
c-CZSO 1,076187 1,073979 1,087246| 1,085771| 1,079864| 1,093044| 1,086353 1,087282| 1,086258| 1,092204
¢sU - muzi 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989
a-CzS0 -0,006639 -0,003733 -0,000475| -0,000195| 0,005298| 0,037173| 0,020806 0,021978| 0,019526| 0,012417
b - CZSO 0,000098 0,000080 0,000066| 0,000072| 0,000042| 0,000000| 0,000006 0,000006| 0,000007| 0,000019
c-CZSO 1,102033 1,104329 1,106579| 1,105434| 1,112093| 1,180885| 1,137819 1,136646| 1,134892| 1,122123
¢sU - muzi 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999
a- CZSO 0,009984 0,008721 0,008413| -0,003123| -0,015438| -0,026850| -0,026863 -0,010544| -0,005423| 0,000366
b - CZSO 0,000031 0,000027 0,000031| 0,000097| 0,000301| 0,000654| 0,000764 0,000227| 0,000105| 0,000049
c-CZS0 1,115029 1,116521 1,114124| 1,098622| 1,083677 1,073967| 1,071112 1,086193| 1,096141| 1,106137
¢sU - muzi 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
a- CZS0 0,003397 0,003873 0,009570| 0,010440| 0,012646| 0,012470| 0,014075 0,011260| 0,013881| 0,012124
b - CZSO 0,000029 0,000022 0,000007| 0,000005| 0,000002| 0,000002| 0,000001 0,000004| 0,000002| 0,000002
c-CZS0 1,113250 1,116624 1,131317| 1,137968| 1,147439| 1,151376| 1,156449 1,138693| 1,151047| 1,144421
CSU - muzi 2010 2011
a- CZS0 0,013067 0,012132
b - CZSO 0,000002 0,000002
c-CZS0 1,149265 1,145146

Zdroj: data Human Mortality Database [10], viastni vypocty

V tabulce €. 2 jsou pro porovnani uvedeny odhady parametrG Gompertzovy-
Makehamovy funkce, které byly upraveny naslednou optimalizaci pfi pouziti kritéria
minimalizace souctu vazenych ¢tvercl odchylek.

Tabulka ¢. 2: Odhady parametri Gompertzovy-Makehamovy funkce ziskané pomoci
Kingovy-Hardyho metody a nasledné optimalizace — Ceska republika, muzi

€sU - muzi 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969
a - optimalizace | 0,010679| 0,009663| 0,002858| 0,006375| 0,003194( 0,002539( -0,006729( -0,003396{ 0,000711 -0,031870
b - optimalizace | 0,000020| 0,000026| 0,000055| 0,000043| 0,000067| 0,000071| 0,000181| 0,000012| 0,000076 0,000999
¢ - opimalizace | 1,120833| 1,116857| 1,108633| 1,110505| 1,104763| 1,104006| 1,091502| 1,126194| 1,104051 1,070650
CSU - muzi 1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979

a - optimalizace | -0,027107] -0,031928| -0,014224| -0,018769| -0,026546| -0,013524 -0,023408( -0,020058( -0,021598 -0,014336

b - optimalizace | 0,000668| 0,000801| 0,000270| 0,000322| 0,000515| 0,000185| 0,000318| 0,000286| 0,000309 0,000195

c - opimalizace | 1,076187| 1,073979( 1,087246| 1,085771| 1,079864| 1,093044| 1,086353| 1,087282| 1,086258 1,092204
€sU - muzi 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989

a - optimalizace | -0,006639| -0,003733| -0,000475| -0,000195| 0,005298| 0,037173| 0,020806{ 0,021978[ 0,019526 0,012417

b - optimalizace | 0,000098| 0,000080| 0,000066| 0,000072| 0,000042| 0,000000{ 0,000006] 0,000006| 0,000007 0,000019

c - opimalizace | 1,102033| 1,104329( 1,106579| 1,105434| 1,112093| 1,180885| 1,137819| 1,136646| 1,134892 1,122123
€SU - muzi 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999

a - optimalizace | 0,009984| 0,008721| 0,008413| -0,003123| -0,015438| -0,026850( -0,026863| -0,010544( -0,005423 0,000366

b - optimalizace | 0,000031| 0,000027| 0,000031| 0,000097| 0,000301| 0,000654| 0,000764| 0,000227| 0,000105 0,000049

¢ - opimalizace | 1,115029| 1,116521| 1,114124| 1,098622| 1,083677| 1,073967| 1,071112] 1,086193| 1,096141 1,106137
€sU - muzi 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
a - optimalizace | 0,003397| 0,003873| 0,009570| 0,010440{ 0,012646{ 0,012470{ 0,014075[ 0,011260{ 0,013881 0,012124

b - optimalizace | 0,000029| 0,000022 0,000007| 0,000005| 0,000002| 0,000002( 0,000001| 0,000004| 0,000002 0,000002
c - opimalizace | 1,113250| 1,116624| 1,131317| 1,137968| 1,147439| 1,151376| 1,156449| 1,138693| 1,151047 1,144421
CSU - muzi 2010 2011
a - optimalizace | 0,013067| 0,012132
b - optimalizace | 0,000002| 0,000002
c - opimalizace 1,149265| 1,145146

Zdroj: data Human Mortality Database [10], viastni vypocty

Na grafu €. 2 je vyobrazen vyvoj odhadu neznamych parametri Gompertzovy-
Makehamovy funkce ziskanych pomoci Kingovy-Hardyho metody a jejich
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optimalizovanych hodnot pro populaci ¢eskych zen. | zde jsou pro lepSi pfehlednost
vynechany odhady parametru b. Konkrétni hodnoty jsou uvedeny v tabulce €. 3,
resp. vtabulce &. 4. Ze ziskanych vysledku je patrné, Ze optimalizované hodnoty
vykazuji mensi vykyvy, nez ty ziskané pomoci Kingovy-Hardyho metody.

Graf &. 2: Odhady parametri G-M funkce a jejich optimalizované hodnoty — Ceska
republika, Zeny
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Zdroj: data Human Mortality Database [10], viastni vypocty
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Tabulka ¢. 3: Odhady parametri Gompertzovy-Makehamovy funkce ziskané pomoci
Kingovy-Hardyho metody — Ceska republika, Zeny

CsU - zeny 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969
parametr a 0,009747 -0,000908 -0,000098| 0,001526( -0,000215( -0,002011| -0,004103 -0,003409| -0,002301| -0,013015
parametr b 0,000028 0,000014 0,000010| 0,000008| 0,000012| 0,000017| 0,000028 0,000024| 0,000016| 0,000023
parametr c 1,103595 1,119125 1,124255| 1,126437| 1,120488| 1,115827| 1,108808 1,111101] 1,117100| 1,121877
CsU - zeny 1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979
parametr a -0,004023 -0,002683 -0,000226| -0,000123[ -0,001235[ -0,001183| 0,000246 -0,000753| -0,002733[ 0,000488
parametr b 0,000029 0,000022 0,000012| 0,000010{ 0,000013| 0,000011| 0,000008 0,000009| 0,000016| 0,000009
parametr c 1,109762 1,112806 1,120403| 1,123437| 1,120599| 1,121897| 1,126992 1,124494| 1,117173| 1,124991
CsU - zeny 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989
parametr a -0,000604 0,001481 0,002898| 0,002580 0,007681| 0,007889| 0,008899 0,005985| 0,003825 0,000998
parametr b 0,000011 0,000007 0,000005| 0,000006 0,000001| 0,000001| 0,000001 0,000002| 0,000004| 0,000008
parametr ¢ 1,121956 1,128124 1,131851| 1,130860| 1,151433| 1,151625 1,154084 1,143132] 1,134795| 1,125350
€SU - zeny 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999
parametr a 0,000940 0,002622 0,001344| -0,000783| -0,001416| -0,005492| -0,009261 -0,003523| -0,001007| 0,000687
parametr b 0,000005 0,000003 0,000004| 0,000006| 0,000006 0,000017| 0,000035 0,000011| 0,000004| 0,000003
parametr c 1,137017 1,145037 1,140434| 1,133240| 1,132073| 1,118318| 1,107913 1,123800| 1,135477| 1,142859
CSU - zeny 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
parametr a 0,001942 0,001714 0,002846| 0,004464| 0,004779| 0,005493| 0,005765 0,004760| 0,007472| 0,004763
parametr b 0,000001 0,000001 0,000001| 0,000000{ ©0,000000{ 0,000000| 0,000000 0,000000/ 0,000000{ 0,000000
parametr c 1,151719 1,151768 1,160446| 1,173986| 1,180008| 1,186472 1,184799 1,174640| 1,243617| 1,177641
CsU - zeny 2010 2011

parametr a 0,005014 0,004828

parametr b 0,000000 0,000000

parametr ¢ 1,178656 1,176353

Zdroj: data Human Mortality Database [10], viastni vypocty

Vtabulce €. 3 jsou uvedeny konkrétni hodnoty parametrd Gompertzovy-
Makehamovy funkce ziskané pfi aplikaci Kingovy-Hardyho metody u populace
Ceskych Zen béhem sledovaného obdobi.

Pokud budeme porovnavat odhady ziskané béhem sledovaného obdobi, tak
zZjisStujeme, Ze i u Zen jsou v nékterych pfipadech hodnoty parametru a zaporné.
V nasledujici tabulce (tabulka €. 4) jsou uvedeny hodnoty neznamych parametr(,
které byly nasledné optimalizovany pomoci kritéria minimalizace souctu vazenych
¢tvercl odchylek.

Z grafického zobrazeni je také zfejmé, Ze optimalizované hodnoty parametrd

Gompertzovy-Makehamovy funkce vykazuji mensi vykyvy v Case nez puvodni
neoptimalizované hodnoty.
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Tabulka ¢. 4: Odhady parametri Gompertzovy-Makehamovy funkce ziskané pomoci

Kingovy-Hardyho metody a nasledné optimalizace — Ceska republika, Zeny
CsU - zeny 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969

a - optimalizace | 0,005855| -0,005824| -0,002050( -0,000786| -0,001880]| -0,006163| -0,006511| -0,005673| -0,005604 -0,015843

b - optimalizace | 0,000076] 0,000041 0,000005| 0,000004| 0,000006| 0,000044( 0,000046| 0,000041| 0,000037 0,000039

c - opimalizace 1,089754| 1,103254| 1,133541| 1,134448| 1,130364| 1,102221| 1,101403| 1,103013| 1,104923 1,113230
CsU - zeny 1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979

a - optimalizace | -0,006496| -0,007259| -0,005627| -0,002414| -0,007153]| -0,003157| -0,002575| -0,003146]| -0,002635 -0,002355

b - optimalizace | 0,000050] 0,000057| 0,000044| 0,000005] 0,000047| 0,000005| 0,000005| 0,000005[ 0,000005]  0,000005

c - opimalizace 1,101162| 1,099192| 1,101965| 1,131216| 1,101873| 1,131045( 1,132979| 1,133285| 1,132766 1,132568
CsU - zeny 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989

a - optimalizace | -0,001097| -0,000665| 0,000353| 0,000284| 0,003783| 0,004401| 0,007061| 0,008189| 0,006445 0,001110

b - optimalizace | 0,000004| 0,000003 0,000003| 0,000003| 0,000001| 0,000001| 0,000001| 0,000000{ 0,000001 0,000002

c - opimalizace 1,135464| 1,136545| 1,136492 1,138548| 1,148194| 1,148832( 1,157013| 1,162668| 1,155936 1,139535
CsU - zeny 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999

a - optimalizace | 0,000940| 0,002622| 0,001344( -0,000783| -0,001416]| -0,001988( -0,002701| -0,002058| -0,001007 0,000687

b - optimalizace | 0,000003| 0,000001 0,000002| 0,000004| 0,000004( 0,000015| 0,000017| 0,000014( 0,000003 0,000002

c - opimalizace 1,137017| 1,145037| 1,140434| 1,133240| 1,132073| 1,113462( 1,111266| 1,113823| 1,135477 1,142859
CsU - zeny 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

a - optimalizace | 0,001942| 0,001714| 0,002846 0,004464| 0,004779| 0,005493| 0,005765| 0,004760| 0,007472 0,004763

b - optimalizace | 0,000001| 0,000001 0,000000{ 0,000000{ 0,000000{ 0,000000| 0,000000{ 0,000000{ 0,000000 0,000000

c - opimalizace 1,151719| 1,151768| 1,160446 1,173986| 1,180008| 1,186472( 1,184799| 1,174640| 1,243617 1,177641
CsU - zeny 2010 2011

a - optimalizace | 0,005014| 0,004828

b - optimalizace | 0,000000| 0,000000

c - opimalizace 1,178656| 1,176353

Zdroj: data Human Mortality Database [10], vlastni vypocty

V nasledujicich grafech a tabulkach bude vyobrazen vyvoj odhadnutych parametrt
Gompertzovy-Makehamovy funkce ziskany ze softwaru DeRaS (kromé& parametru b).

Na grafu €. 3 je znazornén vyvoj parametri Gompertzovy-Makehamovy funkce,
ktery byl ziskan pfi vypocCtu pocate€nich odhadovych vzorcu, a také odhad ziskany
ze softwaru DeRaS pro populaci Eeskych muzd.

Z grafického vystupu je patrné, ze odhady parametri Gompertzovy-Makehamovy
funkce, které byly ziskany ze softwaru DeRaS, vykazuji mensi vykyvy v Case.
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Graf & 3: Odhady parametrit G-M funkce ziskané ze softwaru DeRaS - Ceskd
republika, muzi
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Zdroj: data Human Mortality Database [10], viastni vypocty

V tabulce €. 5 jsou uvedeny odhady parametri Gompertzovy-Makehamovy funkce
ziskané pfi pouZiti softwaru DeRaS.

Tabulka ¢. 5: Odhady parametrid Gompertzovy-Makehamovy funkce ziskané ze
softwaru DeRaS — Ceska republika, muzi

Zdroj: data Human Mortality Database [10], vlastni vypocty
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DeRa$ - muzi |1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969

a -DeRa$S 0,0059650 ]0,0071606 |0,0005022 |[0,0050703 (-0,0001152 |0,0073500 |-0,0005525 |0,0024168 ]0,0012044 |-0,0104324

b- DeRaS 0,0000574 ]0,0000585 |0,0001032 [0,0000854 [0,0001652 |0,0000796 |[0,0001796 |0,0001297 ]0,0001376 |0,0005045

c - DeRa$S 1,1005857 |1,1001659 |1,0947104 [1,0955018 (1,0871047 (1,0962852 [1,0860679 |1,0904415 |1,0903652 (1,0741747
1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979

a -DeRa$S -0,0149489 |-0,0201113 |-0,0048529 [-0,0108651 |(-0,0149482 |-0,0091316 |-0,0186956 |-0,0116982 |-0,0211842 |-0,0184210

b- DeRaS 0,0005457 0,0006844 |0,0002382 (0,0003404 [0,0004025 |0,0002463 |[0,0004349 |0,0003108 |0,0005305 |[0,0004207

c - DeRaS 1,0738046 |1,0711395 |1,0833734 [1,0797697 (1,0780307 (1,0838344 (1,0771151 |1,0807858 |1,0743371 |1,0772821
1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989

a -DeRa$S -0,0143769 |-0,0140636 |-0,0158661 [-0,0086450 (-0,0166931 |-0,0035779 [0,0049678 |0,0014981 0,0058890 |0,0096207

b- DeRa$S 0,0003088 |0,0002882 |0,0003343 [0,0002298 [0,0003542 |0,0001650 |[0,0000845 |0,0001251 0,0000940 |[0,0000603

c - DeRa$S 1,0817500 |1,0822076 |1,0803180 [1,0848524 (1,0794535 (1,0884785 (1,0967256 |1,0910426 |1,0941283 [1,0999593
1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999

a -DeRa$S 0,0055716 ]0,0051188 |0,0090976 |[0,0016477 (-0,0006700 |0,0022849 |0,0040477 |-0,0001066 |-0,0013804 |-0,0018239

b- DeRa$S 0,0001010  (0,0000853 (0,0000580 [0,0000962 |[0,0001198 [0,0000843 |0,0000703 (0,0001133 |[0,0001095 |[0,0000885

c - DeRaS 1,0934836 |1,0953101 |1,0994283 [1,0930613 [1,0900433 (1,0946260 |[1,0959597 |1,0897413 |1,0900954 |[1,0928525
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

a -DeRa$S 0,0024084 ]0,0032800 |0,0073839 [0,0056605 [0,0072633 |0,0065650 |[0,0081453 |0,0080301 |0,0092475 |0,0128799

b- DeRa$S 0,0000543 (0,0000422 (0,0000210 [0,0000266 |[0,0000175 [0,0000164 |0,0000098 (0,0000111 [0,0000080 |[0,0000033

c - DeRaS 1,0987289 |1,1015842 (1,1104236 |1,1076480 |1,1123836 [1,1131706 [1,1192185 |1,1169795 [1,1207721 |[1,1322424
2010 2011

a - DeRa$S 0,0115700 |0,0112391

b- DeRa$S 0,0000041  (0,0000051

c - DeRaS 1,1292087  |1,1259562
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Na prvni pohled je zfejmé, Zze ani u jednoho z parametrd nedochazi k poruseni
podminek (9) v prubéhu celého sledovaného obdobi. Pokud se blize zaméfime na
hodnoty parametru a, tak zjiStujeme, ze v nékterych pripadech dosahuje zapornych
hodnot (stejné tomu bylo i u Kingovy-Hardyho metody).

Na nasledujicim grafu je znazornén vyvoj parametrd Gompertzovy-Makehamovy
funkce ziskané pfi pouZiti Kingovy-Hardyho metody a softwaru DeRaS u populace
Ceskych zen.

Graf ¢. 4: Odhady parametri G-M funkce ziskané ze softwaru DeRaS a z Kingovy-
Hardyho metody — Ceska republika, Zeny
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Zdroj: data Human Mortality Database [10], viastni vypocty

Z grafického zobrazeni je patrné, Ze odhady neznamych parametrd Gompertzovy-
Makehamovy funkce, které byly ziskany ze softwaru DeRa$S, vykazuji o0 néco mensi

vykyvy.

Nasledujici tabulka obsahuje odhady parametrd Gompertzovy-Makehamovy
funkce pro populaci Ceskych Zen, které byly ziskany ze softwaru DeRaS. Pokud
budeme porovnavat hodnoty parametru a ziskané ze softwaru DeRaS s hodnotami,
které byly optimalizovany pomoci kritéria minimalizace souctu vazenych c¢tvercu
odchylek, zjistujeme, Zze u obou metod dostavame v nékterych pfipadech zaporné
hodnoty u parametru a.
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Tabulka ¢. 6: Odhady parametri Gompertzovy-Makehamovy funkce ziskané ze
softwaru DeRaS — Ceska republika, Zeny

DeRasS - zeny 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969

a - DeRa$S -0,0068803 -0,0070015 -0,0071128 |-0,0051109 (-0,0067483 |-0,0066846 |-0,0094260 [-0,0058893 (-0,0152685 (-0,0152540

b- DeRaS 0,0000420 0,0000343 0,0000301 |0,0000286 [0,0000396 |0,0000392 |0,0000527 |0,0000336 (0,0000451 (0,0000621

c - DeRa$S 1,1031634 1,1060138 1,1089936 |1,1081981 |1,1037713 |1,1040106 [1,1000579 (1,1057932 (1,1069488 |1,1023075
1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979

a - DeRaS -0,0098466 -0,0091996 -0,0080882 |(-0,0075854 (-0,0084832 |-0,0078857 |-0,0052285 |-0,0054779 |-0,0071344 (-0,0069451

b- DeRa$S 0,0000581 0,0000596 0,0000448 [0,0000375 (0,0000408 ]0,0000386 |0,0000242 0,0000252 |[0,0000363 (0,0000330

c - DeRa$S 1,0996847 1,0987998 1,1021825 [1,1049909 [1,1041013 |1,1042992 |1,1102761 |1,1097766 |1,1048914 |1,1061018
1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989

a - DeRaS -0,0067642 -0,0089006 -0,0074145 |-0,0075820 (-0,0075779 |-0,0031356 |-0,0021307 [-0,0003924 (-0,0021720 (-0,0022909

b- DeRa$S 0,0000320 0,0000398 0,0000355 |0,0000328 (0,0000310 |0,0000201 |0,0000189 0,0000143 |[0,0000190 (0,0000189

c - DeRaS 1,1073381 1,1039585 1,1052282 |1,1067340 |1,1071614 |1,1123514 [1,1131018 (1,1158912 (1,1119625 |1,1122880
1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999

a - DeRaS -0,0007873 0,0016030 -0,0009177 |-0,0007085 (-0,0009294 ]0,0000149 |-0,0027388 |-0,0004665 (-0,0011712 (0,0001781

b- DeRaS 0,0000156 0,0000085 0,0000131 |0,0000114  (0,0000099 |0,0000086 [0,0000147 |0,0000085 (0,0000084 |0,0000061

c - DeRaS 1,1143972 1,1218415 1,1155867 |1,1174790 |1,1193463 |1,1210893 [1,1134479 (1,1203101 (1,1202173 |1,1243244
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

a - DeRaS -0,0007642 -0,0016304 -0,0009012 |-0,0002238 (-0,0000277 |0,0007525 |0,0013556 |0,0027047 (0,0015902 (0,0025281

b- DeRaS 0,0000064 0,0000074 0,0000058 |0,0000038 (0,0000037 |0,0000027 |0,0000021 |0,0000005 |[0,0000008 (0,0000012

c - DeRaS 1,1234405 1,1213003 1,1242877 |1,1303663 |1,1298401 |1,1338937 [1,1364397 (1,1600411 (1,1524806 |1,1435754
2010 2011

a - DeRa$S 0,0040614 0,0038196

b- DeRaS 0,0000006 0,0000007

c - DeRaS 1,150879372 |1,148468033

Zdroj: data Human Mortality Database [10], vlastni vypocty

4. ZAVER

Jednim zcild ¢lanku bylo pfedstaveni Kingovy-Hardyho metody pouzivané pro
odhad neznamych parametri Gompertzovy-Makehamovy funkce a jeji aplikace na
populaci Ceské republiky. DlleZitou soudasti &lanku byla i nasledna optimalizace
ziskanych odhadl, pomoci které dochazelo ke zlepSeni ziskaného vyrovnani.
Optimalizované hodnoty byly néasledné porovnany s pocateCnimi odhady. Pfi
porovnani ziskanych vysledki dochazime jak u muzl, tak uzen kzavéru, ze
Kingova-Hardyho metoda poskytuje pomérné dobré odhady neznamych parametru.
Pokud jsme porovnali po¢ate¢ni odhady a jejich naslednou optimalizaci, tak mizeme
fici, Ze optimalizované hodnoty vykazuji mensi vykyvy v €ase. Jako hodnotici
kritérium zlepSeni ziskaného vyrovnani je také mozné pouzit jiz zminény soucet
vazenych d&tvercu odchylek, ktery pfi optimalizaci dava niz8i hodnotu nez pfi
ponechani pavodnich odhadu, které byly ziskany pomoci Kingovy-Hardyho metody.

PFi pouziti Kingovy-Hardyho metody je ale dulezité uvédomit si, ze uvedena
metoda ma své vyhody i nevyhody. Vyhodou je jeji jednoduchost a moznost
provedeni nasledné optimalizace pocate¢nich odhadl parametrl pomoci kritéria
minimalizace soudtu vazenych ¢tverctu odchylek. Nevyhodou naopak je, ze odhady
parametrd jsou ovlivnény zvolenim hodnoty xo (tj. véku, od kterého provadime
vyrovnani) a $ifky intervalu k. Sifku intervalu k je vhodné volit tak, abychom se
s posledni horni hranici vékového intervalu pohybovali okolo 85 let. Tedy véku, ktery
je jeSté povazovan za spolehlivy z hlediska empirickych hodnot specifickych mér
umrtnosti.

Dale bylo provedeno porovnani odhadu ziskanych pfi pouziti Kingovy-Hardyho
metody aze softwaru DeRaS. Pfi porovnani ziskanych vysledkd dochazime
k zavéru, Zze odhady ziskané z DeRaSu vykazuji mensi vykyvy v Case (stejné jako
tomu bylo u optimalizovanych hodnot parametr().
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Pokud budeme porovnavat odhady parametrd, které byly optimalizovany pomoci
fesSitele, a odhady ziskané z DeRaSu, tak dochazime k zavéru, Zze i mezi nimi jsou
rozdily. To by mohlo byt zplsobeno tim, Ze u kazdé z metod jsou pouzita odlidna
vékova rozpéti (Kingova-Hardyho metoda: 60-83 a DeRaS: 65-90). DalSim didvodem
by mohla byt odliSna konstrukce vah, ktera je implementovana v softwaru DeRaS.

Clanek vznikl za podpory projektu GA CR 15-13283S Projekce populace Ceské
republiky podle vzdélani a rodinného stavu.
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RESUME

Clanek se zabyvad moznosti alternativniho odhadu parametri Gompertzovy-
Makehamovy funkce s vyuzitim Kingovy-Hardyho metody. Vypocty jsou dopinény
o moznost vylepSeni pocatecnich odhadu parametrl. Pro porovnani jsou uvedeny
odhady parametri ze softwaru DeRaS. Nejprve byly vypocteny odhady parametr(
Gompertzovy-Makehamovy funkce pomoci Kingovy-Hardyho metody. Pro vylepSeni
ziskaného vyrovnani byla provedena optimalizace odhadnutych parametri pomoci
kritéria minimalizace souctu vazenych ¢tvercl odchylek. PFi porovnani ziskanych
vysledku dochazime k zavéru, Ze optimalizované hodnoty parametri vykazuji mensi
vykyvy v Case.

Odhady parametri ziskané pomoci Kingovy-Hardyho metody byly také porovnany
s odhady, které byly vypocéteny pomoci softwaru DeRaS. | zde dochazime k zavéru,
ze odhady ziskané z DeRaSu vykazuji mensi vykyvy v Case.

RESUME

The article deals with an alternative possibility of estimation parameters of the
Gompertz-Makeham function by King-Hardy method. The calculations have been
supplemented with initial parameter estimates. The parameter estimates obtained by
the DeRaS software will be included for the sake of comparison. At first parameter
estimates for the Gompertz-Makeham function by King-Hardy method have been
calculated. For the improvement of the obtained smoothing the initial parameter
estimates were optimized with the help of minimization criterion of the weighted sum
of squared deviations. When comparing the obtained results, it can be said that the
optimized values are more stable over time.

The estimates from King-Hardy method were also compared with estimates from the
DeRaS software. From this can be concluded that values from the DeRaS are more
stable over time.
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