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ABSTRAKT

Na konkurenénim pojistném trhu roste vyznam korektnosti vSech pojistné-
Praktické aktuarské vypocty, hlavné vypocet pojistného pfi zivotnim a dichodovém
pojisténi, vyzaduji znalost modeld umrtnosti pro homogenni tarifni skupiny
pojisténych osob. Cilem pfispévku je prezentovat modely umrtnosti ziskané analyzou
statistickych dat publikovanych na strankach NBS (Narodni banky Slovenska)
o poctu pojisténych osob a poctu pojistnych udalosti pfi riziku umrti dle pohlavi
a véku na zakladé opatrenia ¢. 20/2008 ze 4. 11. 2008.

ABSTRACT

On a competitive insurance market there is an increasing importance of correctness
of actuarial calculations where high-quality and even more difficult methods have
been used. The practical actuarial calculations, especially the premium calculation in
life and pension insurance, require the knowledge of mortality models for
homogeneous tariff groups of insured persons. The aim of this paper is to the present
mortality models, obtained by statistical data analysis published on the website of
NBS (National Bank of Slovakia) on the number of insured persons and on the
number of claims in the risk of death by gender and by age based on the "Decree
No. 20/2008" of November 4, 2008.
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1. UvoD

Umrtnostni tabulky, jako nejjednodussi model umrtnosti, jsou pro Zivotni
pojistovny stale dualezitym nastrojem pro mnoho pojistné-matematickych vypocta.
Velké Zivotni pojistovny, které disponuji dostatecné velkymi soubory potfebnych dat
z rozsahlych portfolii pojisténych osob, Casto konstruuji své vlastni umrtnostni
tabulky, které se mohou znacéné liSit od celostatnich umrtnostnich tabulek.

Historickd demograficka data potvrzuji, Ze vyznamnymi tarifnimi faktory pfi riziku
umrti jsou vék a pohlavi pojisténych. Rada Evropské unie vSak pfijala 13. prosince
2004 Smeérnici ¢. 2004/113/ES o zavedeni zasady rovného zachazeni mezi muZi
a Zenami v pfistupu ke zboZi a sluzbam a jejich poskytovani s cilem stanovit ramec
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pro boj proti diskriminaci na zakladé pohlavi v pfistupu ke zbozi a sluzbam a jejich
poskytovani.

Podle ¢lanku 5 této smérnice pouziti pohlavi jako faktoru pro vypocet pojistného
a slev nesmi mit za nasledek rozdily v pojistném a slevach jednotlived u smluv
uzavienych po 21. prosinci 2007. Protoze tato smérnice je zjevné& v rozporu se
zakladni zasadou komerc¢niho pojisténi, Zze vySe pojistného je umérna vysi rizika, jeji
obsah byl v praxi pojistného trhu v Evropské unii spojen se znacnymi rozpaky.
Slovenska republika ve smyslu odstavce 2 ¢lanku 5 smérnice ve snaze zajistit, aby
byly shromazdovany, zvefejiiovany a pravidelné aktualizovany pfesné udaje, které
se tykaji pouziti pohlavi jako urCujiciho pojistné-matematického faktoru, na zakladé
opatrenia Narodnej banky Slovenska ¢. 20/2008 o predkladani poistno-
matematickych uddajov a Statistickych udajov poistovne a poboCky zahrani¢nej
poistovne ze dne 4. listopadu 2008 zacala v roce 2009 shromazdovat od pojiStoven
statistické udaje o pojisSténych osobach na pfislusné riziko. Tyto udaje, publikované
na internetové strance [10] NBS, tvofi také zaklad pro analyzy a jejich vysledky
v tomto ¢lanku.

2. GRADUACE HRUBYCH MER UMRTNOSTI POJISTENE POPULACE
Prvnim krokem pfi konstrukci modelt umrtnosti jako funkce véku X je vypocet tzv.
hrubé miry umrtnosti pro kazdy sledovany vék X pojisténych osob podle vztahu

— Dx
qx = Ey ’

ve kterém D, je poCet zemfelych ve véku X a Ey je expozice vuéi riziku, ¢imz
rozumime pocCet osob pojisténych na pfislusné riziko v daném véku X, upraveny
podle délky trvani pojistné smlouvy.

Protoze modely umrtnosti jsou konstruovana na zakladé vybérovych statistickych
dat, odhady pravdépodobnosti umrti pomoci hrubych mér umrtnosti kolisaji kolem
jejich skuteénych hodnot. Graf hrubych mér umrtnosti pak predstavuje kfivku
s nehladkymi useky. Praktické aktuarské vypocty pfi zivotnim a ddchodovém
pojisténi vyzaduji plynuly vyvoj pfi pfechodu mezi sousednim vékem, proto je tfeba
tento jev odstranit tzv. graduaci (vyrovnanim, vyhlazenim) mér umrtnosti.

Graduace neboli vyrovnavani (vyhlazovani) umrtnostnich tabulek je proces, pfi
kterém se z umrtnostnich charakteristik eliminuji nesystematické nepravidelnosti,
které nemaiji racionalni zdavodnéni [2].

V praxi se vyuzivaji dvé zakladni skupiny metod graduace mér umrtnosti:

1. Analyticka (parametricka) graduace, ktera spocCiva v statistickém odhadu
parametrd vhodné zvolené hladké kfivky, resp. matematické funkce, jejiz
vSeobecny tvar odpovida realnym datdm, které maiji byt graduovany. Nejznaméjsi
takovou funkci je Gompertzova-Makehamova kfivka, vyjadfena vztahem

gy, =a+b-c* kdea>0,b>0,c > 1jsou parametry.

2. Neparametricka (mechanicka) graduace, zaméfena na ziskani vyhlazenych udajd
zprameérovanim hodnot hrubych mér umrtnosti ve vhodné zvoleném okoli véku X.
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Pro svoji vypocetni jednoduchost patfi neparametricka metody graduace
k nejCastéji pouzivanym metodam. Vyrovnanou miru umrtnosti g, pro dany vék x
ziskdme vypocCtem aritmetického pruméru hrubych mér umrtnosti z vhodné
zvoleného okoli véku x. Pfitom jde vétSinou o vazeny primér, ktery pfiklada
zpramérovanym hodnotam tim mens$i vahu, ¢im jsou vzdalenéjSi od véku x, tj.
od stfedu prislusného okoli. Vahy jsou symetrické kolem svého stfedu a jejich soucet
je vzdy roven hodnoté 1. Tyto metody jsou zalozeny na principu tzv. metody
klouzavych priméru.

Podrobny teoreticky vyklad Siroké Skaly metod graduace je uveden v [1], [7] a [8]
spolu s metodami testovani jejich hladkosti a pfesnosti.

Na zakladé souhrnnych dat o poctu zemrelych Dy a pfisluSnych hodnot expozice
vUci riziku umrti E,, zvefejnénych v souboru [10] Podkladove udaje 1999 2010 na
strance NBS, jsme pro obé pohlavi a pro vék od 0 do 100 let vycislili hrubé miry
umrtnosti gy. Pro jejich graduaci jsme pouzili Wittsteinovu, Schartlinovu, Spenserovu
15bodovou a 21bodovou neparametrickou metodu a také Hendersonovu metodu
podle teorie v [1] a [7] a jejich vysledky jsme testovali na kvalitu hladkosti a pfesnosti
zvlast pro muze a zeny vSemi testy podle [7]. Na zakladé vysledkl vSech testl
nejkvalitngjsi graduaci hrubych mér umrtnosti pro obé pohlavi poskytla Spenserova
21bodova metoda (obr. 1) a (obr. 2).

Pfi graduaci pomoci Spenserovy 21lbodové metody je pro vyrovnavani meér
umrtnosti pouzita metoda vazenych klouzavych priméra délky. Vyrovnanou hodnotu

miry umrtnosti pro vék X dostaneme podle vztahu:

qf(m) =F10[6qu +57(qx—l + qx+l)+47(qx—2 + qx+2)+33(qx—3 + qx+3)+

18(qx—4 +qx+4)+6(qx—5 + qx+5)_2(qx—6 +qx+6)_5(qx—7 + qx+7)_
S(qx—x + qx+8)_3(qx—9 + qx+9)_(qx—10 + qx+10) ]

Testy nepotvrdily dostate€nou presnost pfi graduaci pomoci hladké Gompertzovy-
Makehamovy funkce na celém intervalu véku od 0 do 100 let pro muZze ani pro Zeny.
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Obrazek ¢. 1: Vysledek graduace hrubych mér amrtnosti pro pojisténé muze v SR
Spenserovou 21bodovou metodou
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Zdroj: viastni zpracovani podle dat z [10]

Obrazek ¢. 2: Vysledek graduace hrubych mér uamrtnosti pro pojisténé Zeny v SR
Spenserovou 21bodovou metodou
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Zdroj: vlastni zpracovani podle dat z [10]

3. GRADUACE POMOCI STANDARDNICH TABULEK

Pokud budeme chtit graduovat relativné maly pocet udaju, napfiklad v pfipadé
jednotlivych Zivotnich pojiStoven nebo penzijnich fondu, je mozné pro graduaci
pouzit data ze standardnich umrtnostnich tabulek, které jsou vytvofena pomoci
rozsahlych datovych soubort. Pokusime se pfitom vyjadfit graduované hodnoty g,
jako jednoduché regresni funkce standardnich mér amrtnosti q;, kde ¢, = f(qi) tak,

aby byla spInéna zakladni podminka metody nejmensich ¢tvercu:

>(a,-q,) =X[a, - f ()] =min.

X X
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Tyto funkce mohou mit rizné tvary, napf.
q,=a-q,
G, =a-g;+b
d, =(ax+b)-q;
qx = q;k
Zakladem této metody je vybér vhodnych standardnich tabulek a potfeba najit
vhodny funkéni vztah mezi g, a q;. Potom parametry zvolené funkce odhadneme
pomoci metody nejmenSich c¢tvercl. Pokud chceme ziskat graduované miry

umrtnosti g, podle vztahu g, = a - q; + b, vynasobime obé strany rovnice hodnotou
E, a dostaneme:

E.d, =aE,q; +bE,,
protoze D, =E q,, plati D, =aE g +bE, pro v8echna X. Potom
>D =a) Eq +bY E, .
Pfitom E,q; je oCekavany poCet umrti ve véku X podle standardnich tabulek
a E.q, je oCekavany pocCet umrti ve véku X podle graduovanych mér umrtnosti.
V kazdém véku muzeme vypocitat parcialni sou¢ty D, , E g’ a E,. Potom dostavame

systém rovnic pro vypocet parametrd a a b:
>.D,=a->Eq +b->E,

y<x y<x y<x

YYD, -a-YYEQ+b-TTE,.

X y<X X y<x X y<x

Obrazek ¢. 3: Vysledky graduace mér umrtnosti pojisténych muzi v SR pomoci
celostatnich aumrtnostnich tabulek
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Obrazek ¢. 4: Vysledky graduace mér umrtnosti pojisténych Zen v SR pomoci
celostatnich aumrtnostnich tabulek
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Pro vypocet parametrt a a b ze zdrojovych dat NBS pro graduaci mér umrtnosti
pojisténych osob byly vyuZity pouze udaje za rok 2010 a jako standardni tabulky byly
pouzity celostatni umrtnostni tabulky Slovenské republiky rovnéz za rok 2010, &im
jsou data porovnatelna.

Vysledky graduace pomoci standardnich tabulek pro muze a pro Zeny ve véku od
30 do 60 let znazorfuji obr. 3 aobr.4. Pro obé pohlavi jsou graduované miry
umrtnosti pojisténé populace niZsi ve srovnani s celostatnimi umrtnostnimi tabulkami
a tento rozdil se zvySuje s rostoucim vékem.

4. GRADUACE MER UMRTNOSTI PRO VYSOKY VEK

Pfi odhadech mér umrtnosti klesa pocet Zijicich i poCet zemrelych s vékem, coz
se projevi v mensi presnosti odhadd pravdépodobnosti umrti pomoci hrubych mér
umrtnosti a vysSi variabilité hrubych mér. Plati to vSeobecné, obzvlast vSak v pfipadé
pojisténé populace, nebot’ pocet pojistenych ve véku nad 80 let je uz skute¢né nizky.
Zfetelné to vidime na obr. 1 a obr. 2, kde maji miry umrtnosti pfiblizné od 90 let
paradoxné klesajici tendenci.

Tato skuteCnost si zada zvlastni metodu graduace mér umrtnosti pro vysoky veék.
V kapitole 2 jsme wuvedli, Ze Gompertzova-Makehamova funkce neposkytuje
dostatec¢né presnou graduaci v celém vékovém rozpéti. Situace se ovéem zméni,
pokud budeme graduovat pouze hrubé miry umrtnosti pro ,vy$si vék®. Z empirickych
udaji se da usoudit, Ze zhruba kolem 60 let véku zacina umrtnost stoupat
exponencialné. Hodnoty hrubych mér umrtnosti mezi 60. a 90. rokem véku se
pokusime graduovat pomoci Gompertzovy-Makehamovy funkce postupem
popsanym v [4].
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Gompertzova-Makehamova funkce ma tfi parametry a vzhledem k nepfesnosti
hrubych mér umrtnosti v individualnich hodnotach véku X budeme odhadovat
parametry a, b, ¢ pomoci souhrnnych bodu:

x0+k—1 x0+k—1
1
+_
X=Xq X=Xg
x0+2k—1 x0+2k—1
1
+_
x=xq9+k x=xqo+k
x0+3k—1 x0+3k—1
1
+_
x=x9+2k X=Xo+2k

Za x, mizeme dosadit naptiklad 60 a za k = 10. Tak vytvofime soucty od 60 do
69 let, od 70 do 79 let a od 80 do 89 let a vyuzijeme zminéné vékové rozpéti pro
nejlepSi odhad parametri. Jakmile dostaneme soudty pro jednotlivé intervaly véku,
vypocitdame pomocnou proménnou K, dle vztahu:

ck -1
c—1"

1
K. =c*"2 x

Poté muzeme vypocitat hledané parametry a, b a c:

G, — bK,
k

G, — Gy

(ck—1) XK,

1

_ (Gs —G2>E
‘6 -6

a =

b=

Volbou konstanty k muazeme sledovat zménu citlivosti odhadu jednotlivych

parametrd. Gompertzovu-Makehamovu kfivku dostaneme po Upravé dosazenim do
vztahu:

gy = a + bc*ot05,
Vysledky této graduace pro pojisténé muze a Zeny SR a jejich porovnani
zobrazuje obr. 7.
5. POROVNANiI MODELU UMRTNOSTI POJISTENE POPULACE DLE POHLAVI

V této kapitole porovhame modely umrtnosti ziskané graduaci hrubych mér
umrtnosti podle pohlavi. Z obrazku 5 je zfejmé, Zze hrubé miry umrtnosti pro muze
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a zeny se liSi. Prvkem srovnatelnym se statnimi umrtnostnimi tabulkami zustava
muzska nadumrtnost, patrna i na datech NBS.

Na obrazku 6 je grafické porovnani vysledkl nejlepSi metody graduace,
Spenserovy 21bodové metody pro pojisténé muze a Zeny v SR. Zde uz jsou viditelné
odstranény vykyvy kfivky hrubych mér umrtnosti, pfedevsim pro vysoky vék. Nadale
zUstava patrna pfirozena muzska nadumrtnost.

Obrazek ¢. 5: Porovnani hrubych mér umrtnosti pojisténych muzia a Zen v SR
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Obrazek ¢. 6: Porovnadni graduovanych mér uamrtnosti pojisténych muzi a Zen
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K vyrovnani umrtnostnich dat pro vysoky vék jsme pouzili Gompertzovu-
Makehamovu funkci. Porovnani vysledkd pro muze a Zeny vidime na obrazku 7.
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Obrazek é. 7: Porovnani Gompertzova-Makehamova modelu amrtnosti pro pojisténé
muZzZe a Zzeny SR ve vysokém véku
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6. ZAVER

V ¢lanku jsou publikovany modely umrtnosti pojisténych muzi a Zen v SR
v obdobi 1999 — 2010. Tyto modely byly vytvofeny na zakladé dat slovenskych
pojistoven, které poskytovaly vtomto obdobi pojisténi na umrti. Aplikaci metod
graduace na udaje hrubych mér umrtnosti a testovanim jejich hladkosti a pfesnosti
v celém intervalu véku byla jako nejvhodnéjSi metoda graduace pro obé pohlavi
vybrana Spenserova 21bodova metoda. Dale jsou v ¢lanku uvedeny pro obé pohlavi
vysledky graduace pro vysoky vék a rovnéz vysledky graduace pomoci standardnich
celostatnich umrtnostnich tabulek SR vroce 2010. Vysledky jsou prezentovany
v nazorné grafické podobé. Z porovnani vSech vytvofenych modell umrtnosti podle
pohlavi se potvrdily jejich vyznamné rozdily ve prospéch Zen.

Clanek byl zpracovén s podporou projektu SGS FES 2014 & SGSFES_2014003
s nazvem Védecko-vyzkumneé aktivity v Systémovem inZenyrstvi a informatice.
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RESUME

Znalost mér umrtnosti je v zZivotnich pojiStovnach zakladem pro vypocet pojistného
v homogennich tarifnich skupinach pojisténych osob. Vysledky ¢lanku jednoznacné
prokazaly vyznamné rozdily hodnot mér umrtnosti podle véku a pohlavi. Podle
zasady komerc¢niho pojisténi, Zze pojistné je umérné velikosti pojisténého rizika, je
proto nepochybné sporna platna Smérnice €. 2004/113/ES Evropské komise, ve
které podle ¢lanku 5 pouziti pohlavi jako faktoru pro vypocet pojistného a slev nesmi
mit za nasledek rozdily v pojistném a slevach.

RESUME

The basis for the calculation of premiums in life insurance companies in homogenous
groups of tariff persons is the knowledge of mortality rates. The results of the article
have clearly demonstrated significant differences in the values of mortality rates by
age and sex. According to the principles of commercial insurance, the premium is
proportional to the size of the insured risk, so undoubtedly the controversial Council
Directive 2004/113/EC by which in accordance with the Article 5 the use of sex as a
factor in the calculation of premiums and discounts might not result in different
premiums and discounts.
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