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VYUZITIE A KONSTRUKCIA UMRTNOSTNYCH TABULIEK
V ZIVOTNOM POISTENI

USE AND CONSTRUCTION OF MORTALITY TABLES IN LIFE INSURANCE

ABSTRAKT

Teoretické znalosti aktuara sa opieraju najmé o poznatky financnej matematiky,
stochastickych modelov, aktuarskej matematiky a demografie, Zivotného
a nezivotného poistenia, tedrie rizika i poistenia investicii. Prispevok je zamerany na
oblast’ demografie — konkrétne na konstrukciu umrtnostnych tabuliek a modelovanie
umrtnosti, graduaciu a testovanie presnosti graduacie na zaklade realnych udajov
z poistnej praxe v kontexte s funkciou aktuara. Pri praktickej ukazke nazorne
postupujeme na zaklade vytyCeného postupu kons$trukcie umrtnostnej tabulky
s vyuzitim softvéru MS Excel.

ABSTRACT

Theoretical knowledge of actuaries is associated with financial mathematics,
stochastic models, actuarial mathematics and demography, life and non-life
insurance, the theory of risk and insurance investments. This paper is focused on
demography — namely on the construction of mortality tables and modelling mortality,
graduation and testing the accuracy of graduation based on real data from the
insurance practice in the context of the actuarial function. Practical examples are
illustrated on the basis of defined process of the construction of mortality tables using
MS Excel software.

KLUCOVE SLOVA
umrtnost, konstrukcia umrtnostnej tabulky, graduacia, Statistické testy, pocCitacova
podpora
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1. UVOD

Analyzovanie umrtnosti a kons$trukcia umrtnostnych tabuliek je jednou z uloh
aktuara vyplyvajuca z jeho funkcie v poistovni. ZlepSovanie umrtnostnych pomerov
zapri€inuje predimenzovanie skupiny os6b s vysokym vekom. Tato skutoCnost ma
negativny dosah nielen na ekonomiku $tatu, ale i na ekonomiku samotnej poistovne.

V teoretickej €asti vymedzime pojem umrtnost’ a struéne opiSeme hlavné oblasti,
ktoré musi aktuar nastudovat’ tak z teoretického, ako aj matematického hfadiska, a to
najma modelovanie umrtnosti, konstrukcia umrtnostnych tabuliek, metédy graduacie
a testovanie presnosti graduacie.

Cielfom prispevku je ukazat, ako sa v praxi konstruuju umrtnostné tabulky. Z tohto
dévodu sme vysvetfovanie zakladnej teorie zredukovali na minimum. VSetky
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potrebné vztahy a postupy uvadzame v praktickej Casti. Na realnych udajoch
z poistnej praxe zostavime podrobnu umrtnostnu tabulku a vykoname graduaciu
hodn6t pravdepodobnosti umrtia. Graduované hodnoty nasledne otestujeme, aby
sme zistili, ¢i ich m6Zeme povazovat za dostatoCne presné. Pri vSetkych vypoctoch
vyuzijeme dostupny MS Excel, pricom v ukazkach a vystupoch dbame aj na
didakticky charakter prispevku. Teoreticky aparat mozno v pripade zaujmu najst
v rozsiahlej ponuke odbornej literatury (Cipra, Fiala, Sivasova, Benjamin-Pollard a i.).

2. TEORETICKE VYCHODISKA

Umrtnost je jednym zo zakladnych demografickych procesov a spolu
s pérodnostou tvori zakladnu zloZzku demografickej reprodukcie populacie.
Z aktuarskeho hladiska je okamih Umrtia nahodny jav a definuje sa pomocou
pravdepodobnostnych funkcii. Umrtnost je hlavna &ast aktuarskej (poistnej bazy).

Umrtnost ovplyviiuji genetické, ekologické, socialno-ekonomické a medicinske
faktory. Na jej vyjadrenie sa pouzivaju viaceré ukazovatele, ako napr.:
e hruba miera umrtnosti,
e Specificka miera umrtnosti,
e intenzita umrtnosti.

Priebeh umrtnosti méZzeme modelovat pomocou spojitych funkcii zakonmi
umrtnosti, ktorymi su:
konstantna miera umrtnosti,
Moivrov zakon umrtnosti,
Gompertzov zakon umrtnosti,
Makehamov zakon umrtnosti.

V aktuarskej praxi su analyzy umrtnosti doélezitym faktorom na stanovenie vySky
poistného v zivotnom poisteni. Tieto analyzy mdézeme uskutocnovat napriklad na
zaklade vyvoja réznych ukazovatefov spojenych s umrtnostou, ktoré su evidované
v ramci Statistickych databaz pre r6zne obdobia a uzemné oblasti.

Umrtnostné tabulky su nastrojom na zistovanie Umrtnostnych pomerov danej
populacie a patria k zakladnym nastrojom matematiky pre Zzivotné poistenie.
Poskytuju informacie o pravdepodobnosti umrtia a dalSich ukazovateloch podla
vekovej skupiny a pohlavia. M6zeme ich €lenit najmd podla zaznamu opisovanej
skutoénosti na generaéné a bezné (prierezové) Umrtnostné tabulky a podla dizky
sledovaného vekoveho intervalu na uplné a skratené umrtnostné tabulky.

Postup konstrukcie umrtnostnej tabulfky mézeme zhrnut do nasledujucich bodov:
e vypocet Specifickych mier,
e vypocCet pravdepodobnosti umrtia,
graduacia (vyrovnanie) pravdepodobnosti umrtia a extrapolacia klesajucich
pravdepodobnosti umrtia vo vysSich vekoch,
testovanie hladkosti graduovanych hodnét,
testovanie presnosti graduovanych hodnét,
vypodet ostatnych stipcov iumrtnostnej tabulky,
modifikacia posledného riadka tabulky.
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V kontexte so Strukturou opisanou v uvode, prispevok neobsahuje a neopisuje
vSetky metody graduacie a nasledne vsetky testy presnosti graduovanych hodnét.
Ukazovatele (stipce imrtnostnej tabulky), ktoré budeme analyzovat', su:
Specificka miera umrtnosti,
pravdepodobnost’ umrtia vo veku x,
pravdepodobnost’ doZitia vo veku X,
pocCet dozivajucich sa veku X,
poCet zomretych vo veku x,
priemerny pocet Zijucich vo veku x,
pocCet zostavajucich rokov Zivota vo veku X,
stredna dizka Zivota vo veku x.

Vlastné umrtnostné tabulky poistovne Casto konStruuju na zaklade malych
poistnych kmenov. Odhady jednotlivych ukazovatelov sa potom mézu znacne lisit' od
skutoCnych hodnét. Tieto odchylky sa daju odstranit graduaciou umrtnostnych
tabuliek, ktorej cielom je vyrovnat v umrtnostnych tabufkach hrubé pozorovania
dostato€ne hladkou krivkou, kde sa vyzZaduje pravidelny vyvoj pri prechode medzi
susednymi vekmi. Nasledne tieto informacie z odhadov ziskanych pri susednych
vekoch mézeme vyuzit na zdokonalenie odhadov v kazdom veku x. Dalej treba
posudit, Ci je graduacia dostatoCne hladka (vyuzitim kritérii hladkosti) a presna
(vyuZzitim testov presnosti). Metddy graduacie a testy presnosti graduovanych hodnét
prehfadne uvadza tabulka ¢. 1.

Tabulka ¢. 1: Prehl'ad metdd graduacie a testov presnosti graduacie

e grafické
L. Gompertzova-Makehamova
e parametrické funkcia
METODY e solinové kubicka splinova metoda
GRADUACIE splinove linearna splinové metoda

e pomocou Standardnych tabuliek
Wittsteinova metdda
Schértlinova metéda

e neparametrické

y test

znamienkovy test

test kumulovanych odchylok
test zmeny znamienok
Stevensonov test

TESTY PRESNOSTI
GRADUACIE

Zdroj: vliastné spracovanie

3. ANALYZOVANE UDAJE A ICH ZDROJ

Vstupné udaje Cerpame  z databazy Narodnej banky  Slovenska,
(http://www.nbs.sk/sk/dohlad-nad-financnym-trhom/dohlad-nad-poistovnictvom
/zverejnovanie-udajov-podla-smernice-c-2004-113-es, dalej ,NBS*), ktora zverejiiuje
Statistické udaje o poistenych osobach ziskané od poistovni. Udaje sa obvykle triedia
podla pohlavia, veku a konkrétnych poistnych rizik.

Vzhfadom na predmetnu analyzu pouZzijeme len udaje tykajuce sa umrtnosti
poistenych oséb za sledované obdobie rokov 2005 — 2010. Vychadzame teda
z tabulky €. 2, ktora zobrazuje expoziciu voci riziku (t. j. poCet poistenych oséb na
umrtie podla veku upraveny podla dizky poistnej zmluvy; vypo&itame ako sudet
pomerov poctu dni poistného krytia v danom roku a poctu dni v kalendarnom roku)
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a pocet poistnych udalosti (tzn. pocCet poistnych udalosti sledovaného rizika umrtnosti
s nenulovou vyskou skody, ktoré vznikli v sledovanom roku).

Tieto ukazovatele zodpovedaju veku osoby 0 — 100 rokov a su upravené spolo¢ne
pre muzov aj zeny (pre viac informacii pozri problematiku diskriminacie pri ur€ovani
vysky poistného a legislativu EU, napr. http://eur-lex.europa.eu). Pri praci s udajmi je
vhodné vyuzivat pracovné harky zosita a funkcie MS Excel.

Tabulka ¢. 2: Vstupné udaje

vek| phi | BXPO [Pocet f | pri | EXPO | Pocet |\l py | BXPO | Pocet |yt by | BxpO | Pocet
umrtie PU umrtie PU umrtie PU umrtie PU
0 | M+z | 30702,99 13| 26 | M+Z | 454408,2| 126|52 | M+Z | 488419,2| 1561| 78 | M+z | 789119 274
1 | M+Z | 96461,07 23| 27 | M+Z | 494095,6| 171|53 | M+Z | 4739501 173279 | M+Z | 639563 220
2 | M+Z | 1103215 25( 28 | M+Z | 5183450 218| 54 | M+Z | 456276,8| 1848[ 80| M+Z | 5257,93| 226
3 | M+z | 1151034 16| 29 | M+Z | 537758,5| 186| 55 | M+Z | 431601,3| 1899| 81 | M+Z | 4436,40| 208
4 | M+Z | 118388,1 9[ 30| M+z | 5710942 196|556 | M+Z | 400333,0] 2020[ 82| M+Z | 3946,31 189
5 | Mz | 1221394 13| 31 | M+Z | 607306,7| 259|57 | M+Z | 369434,6| 198583 | M+z | 3571,56| 158
6 | Mz | 1277074 20[ 32| M+Z | 637903,9| 289| 58| M+Z | 337714,1| 2169| 84 | M+Z | 328518 177
7 | M+z | 135381,8 11 33 | M+Z | 661117,2| 281| 59 | M+Z | 302823,7| 2076| 85| M+Z | 254538 126
8 | M+z | 144610,7 16| 34 | M+Z | 678363,9| 354|60 | M+Z | 264764,9] 2011|86 | M+Z | 1949,69 78

9 [ Mz | 156157,1 20[ 35 | M+Z | 692120,1 383| 61 | M+Z | 231306,8| 2023| 87 | M+Z | 1705,99 92
10 | M+Z | 168220,0 11|36 | M+Z | 701281,4| 445|62 | M+Z | 205598,7| 2014|88 | M+Z | 1441,33 83
11| M+Z | 181905,6 20| 37 | M+Z | 699324,6| 449| 63 | M+Z | 187062,5| 2008| 89 [ M+Z | 1201,64 61
12 | M+Z | 200498,4 20( 38 | M+Z | 693905,0( 548| 64 | M+Z | 173097,3| 2158[ 90 | M+Z | 1017,02 54
13 | M+Z | 2245104 32| 39 | M+Z | 689479,1 523| 65 | M+Z | 9793321 1161 91 [ Mz 953,69 62
14 | M+Z | 245241,8 45| 40 | M+Z | 685930,3| 586|66 | M+Z | 29385,16 304| 92 | M+Z 911,53 52
15 | M+Z | 266281,4 40| 41 | M+Z | 682880,5| 683|67 | M+Z | 22610,68| 258[ 93 | M+Z 872,80 52
16 | M+Z | 2859234 56| 42 | Mtz | 672471,3| 703| 68 | M+Z | 20789,14| 303| 94 | M+Z 849,19 25
17 | M+Z | 311502,7 68| 43 | M+Z | 6549450 749|69 | M+Z | 20333,21| 350[ 95| M+Z 834,88 25
18 | M+Z | 342281, 84| 44 | M+Z | 6399249 871|70 | M+Z | 18034,19| 333|96 | M+Z 817,01 26
19 | M+Z | 264844,3 94 45 | Mtz | 6145689 965| 71 | M+Z | 16462,60 326| 97 | M+Z 735,86 16
20 | M+Z | 224682,0 88| 46 | M+Z | 5880174 999| 72 | M+z | 17081,52| 397| 98 | M+Z 637,07 15
21| M+Z | 2629244 110 47 | M+Z | 559622,0| 1045| 73 | M+Z | 17800,79| 414| 99 | M+Z 563,53 5
22 | M+Z | 308302,3] 113| 48| M+Z | 5391562 1118| 74 | M+Z | 16232,86| 426[100| M+Z 485,01 10
23| M+Z | 350398,5| 115| 49 | M+Z | 5279942 1274| 75 | M+Z | 13763,90] 383

24 | M+Z | 391055,3] 160| 50 | M+Z | 513443,9| 1245|76 | M+Z | 11377,76] 360

25| mwZ | 427578,2] 165 51 | M+Z | 499087,5] 1426| 77 [ M+Z | 952423] 296
Zdroj: viastné spracovanie (podla [4], [8])

4. PRAKTICKA UKAZKA

Na zdklade dostupnych udajov z tabulky €. 2, ktoré sme S$pecifikovali v Casti 3
(Analyzované udaje aich zdroj), vypocitame vSetky ukazovatele, ktoré chceme
zahrnut do pripravovanej podrobnej amrtnostnej tabulky. Ukazky vypoctov
budeme prezentovat pre 65-ro¢nu osobu, teda x = 65.

Specificka miera tmrtnosti m,,

kde D, je poCet zomretych a P, je pocet Zijucich vo veku x (stredny stav) za
sledované obdobie. V naSich vypocCtoch bude D, predstavovat sumu poistnych
udalosti za sledované obdobie a P, sumu expozicii voci riziku.
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Potom pre nas pripad plati

Dgs 1161
Pss  97933,21

Mes = = 0,011855.

Pravdepodobnost umrtia q,, ktora vyjadruje pravdepodobnost, Zze osoba vo veku x
zomrie do jedného roka, teda pred dosiahnutim veku x + 1.

My

gy =1—e M,
Plati, ze

Ges = 1 — e"™es = 0,011785.

Pravdepodobnost dozitia p,

Px =1—qy,
pricom p, vyjadruje pravdepodobnost, Ze x-ro€na osoba sa dozZije veku x + 1.
Potom pre x = 65

Pes = 1 —0,011785 = 0,988215.

Pocet dozivajucich sa veku x oznaCujeme L, priCom plati, ze

Lx+n

nPx = L
Je zrejmé, ze pre n = 1 plati
_ et
Pe =T
aakp, +q,=1,tak
qx — Le—lyt1 .

Ly
Potom ak [, je korenom umrtnostnej tabulky, kde uvaZujeme [, =100000
a p, = 0,999577, tak l; = 0,999577 - 100 000 = 99957,7. Pre na$ pripad, ak x = 65,
plati, Ze

lgs = 88573,7.
Pocet zomretych vo veku x d,

dy =l =l

Pre nas pripad

dgs = lgs — lgg = 88573,7 — 87529,8 = 1043,84.
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Priemerny pocet zZijucich vo veku x L,

1
Lx = E(lx + lx+1)

vyjadruje priemerny pocet osOb, ktoré v danej populacii Ziju vo veku uvedenom
v umrtnostnych tabulkach. V naSom pripade ho aproximativne vypocitame ako

Les = 0,5+ (lgs + lg6) = 0,5-(88573,7 + 87529,8) = 88051,75.
Pocet zostavajucich rokov Zivota vo veku x T,
Ty=Ly+ Ly, +-+1L,

vyjadruje poCet rokov Zivota, ktoré ma tabulkova generacia (nie jednotlivec) v danom
veku pred sebou, kde @ = 100. V nasom pripade ju urCime ako

Tes = 88051,8 + -+ +13287,9 = 1995233,5.

Za najdélezitej$i ukazovatel umrtnostnych tabuliek sa povazuje stredna dizka Zivota
VO veku X

Ty
ey = E,
teda ukazovatel, ktory vyjadruje umrtnostné pomery vo vSetkych vekovych
skupinach. Je to pocet rokov, ktoré by prezila poistena osoba, ak by sa umrtnostné
pomery nezmenili dostato¢ne dlho. V naSom pripade ho urCime takto:

_ Tes _ 1995234

T lgs | 885737

€es = 22,5263.

Umrtnostna tabulka sa ukoné&i riadkom pre vek 100 a viac rokov tym, Ze sa
hodnoty L, a Ty nahradia hodnotou vyrazu l;oo — 0,511909100- VSetky predtym
uvedené ukazovatele (funkcie) je mozné naprogramovat v prostredi MS Excel
a dopocitat zvySné hodnoty. Tabulka €. 3 potom zobrazuje finalnu podrobnu
umrtnostnu tabulku pre muzov aj zeny (Specificky sa tu aj dalej zameriame vo
vystupoch na vek 65+). Stipce ukazovatelov m, a p, Umrtnostna tabulka nemusi
obsahovat.

Obrazok ¢. 1 zobrazuje priebeh nevyrovnanych (skutoCnych) hodndét
pravdepodobnosti umrtia q,. MéZeme si vSimnut, Ze pravdepodobnost umrtia zaCina
vekom x = 80 dosahovat velké vykyvy, kedZe poistovne nechcu tieto osoby
poistovat na umrtie z ddévodu vysokého rizika. Graduacia mbzZze eliminovat
(vyhladzovat) tieto nesystematické pravdepodobnosti, ktoré nemaju racionalne
vysvetlenie a vznikli malym po¢tom udajov z poistného kmena.
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Obrazok €. 1: Vyvoj ukazovatela (pravdepodobnost’ umrtia)
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Zdroj: vlastné spracovanie

Tabulka é. 3: Uplna umrtnostna tabulka (negraduované hodnoty q.,)

Vek My dx Px I dy Ly Ty €x

65 0,011855| 0,011785| 0,988215| 88573,7[ 1043,84 88051,8] 1995234| 22,5263
66 0,010345| 0,010292| 0,989708( 87529,8] 900,859 87079,4| 1907182 21,7889
67 0,011411| 0,011346| 0,988654 86629| 982,864 86137,6/ 1820103| 21,0103
68 0,014575| 0,014469| 0,985531| 85646,1 1239,23| 85026,5| 1733965| 20,2457
69 0,017213| 0,017066| 0,982934| 84406,9( 1440,48 83686,7| 1648938| 19,5356
70 0,018465| 0,018296| 0,981704| 82966,4| 151791 82207,5| 1565252| 18,8661
71 0,019802( 0,019608| 0,980392| 81448,5| 1597,02 80650 1483044 18,2084
72 0,023241( 0,022973[ 0,977027( 79851,5( 1834,47 78934,2| 1402394 17,5625
73 0,023257| 0,022989| 0,977011 78017| 1793,54| 77120,2] 1323460| 16,9637
74 0,026243| 0,025902| 0,974098| 76223,5| 1974,32( 75236,3| 1246340( 16,3511
75 0,027826( 0,027443| 0,972557| 742492 2037,61| 73230,4| 1171104| 15,7726
76 0,031641| 0,031145| 0,968855| 72211,6] 2249,05 71087 1097873 15,2036
77 0,031079| 0,030601]| 0,969399| 69962,5 2140,9 68892| 1026786 14,6762
78 0,034722| 0,034126| 0,965874| 67821,6] 2314,51| 66664,3 957894| 14,1237
79 0,034399| 0,033814| 0,966186| 65507,1| 2215,03[ 64399,6 891230| 13,6051
80 0,042983| 0,042072| 0,957928| 63292,1] 2662,83| 61960,6 826830| 13,0637
81 0,046885( 0,045803| 0,954197| 60629,2( 2776,98| 59240,7 764870| 12,6155
82 0,047893| 0,046764| 0,953236| 578522 27054 56499,5 705629| 12,1971
83 0,044239| 0,043274| 0,956726| 55146,8| 2386,44| 53953,6 649129 11,7709
84 0,053878| 0,052453| 0,947547| 527604 2767,43| 51376,7 595176| 11,2807
85 0,049501| 0,048296| 0,951704 49993| 2414,46] 487857 543799| 10,8775
86 0,040006| 0,039217| 0,960783| 47578,5| 1865,87| 46645,6 495013 10,4041
87 0,053927| 0,052499| 0,947501( 45712,6] 2399,87| 445127 448368 9,80839
88 0,057585( 0,055958| 0,944042| 43312,8] 2423,71| 42100,9 403855| 9,32415
89 0,050764| 0,049497| 0,950503| 40889,1( 2023,88| 39877,1 361754 8,84721
90 0,053096( 0,051711] 0,948289| 38865,2( 2009,76f 37860,3 321877| 8,28188
91 0,06501] 0,062942[ 0,937058| 36855,4| 2319,76] 35695,5 284017 7,70624
92 0,057047| 0,055451| 0,944549| 345357 1915,03f 33578,2 248321| 7,19028
93 0,059578| 0,057838| 0,942162( 32620,6] 1886,73| 31677,3 214743 6,58304
94 0,02944| 0,029011| 0,970989| 30733,9| 891,621 30288,1 183066| 5,95647
95 0,029945| 0,029501| 0,970499| 29842,3 880,37 29402,1 152777 5,1195
96 0,031823| 0,031322| 0,968678| 28961,9| 907,145 28508,3 123375 4,25992
97 0,021743| 0,021508| 0,978492| 28054,8( 603,413| 27753,1 94867| 3,38149
98 0,023545( 0,02327| 0,97673| 27451,4| 638,793 27132 67114| 2,44483
99 0,008873| 0,008833| 0,991167| 26812,6( 236,846| 26694,1 39982| 1,49117
100 0,020618| 0,020407| 0,979593| 26575,7| 265757 13287,9] 13287,9 0,5

Zdroj: viastné spracovanie
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Jednou z najpouzivanejSich metéd graduacie je neparametricka Wittsteinova
9-bodova metéda. Na jej aplikaciu (programovanie funkcie) mdézeme opéatovne
vyuzit MS Excel. Graduované hodnoty §,, ktoré pre vek 65+ uvadza tabulka €. 4,
vypocitame podla vztahu

1

Qx = 52 [50x + 4(Qx-1+ Gra1) +3(qu-2 + Gx2) + 2(Gr-3 + Gxr3) + (@x-a + Qura)].

Zo vztahu vyplyva, Ze vahy jednotlivych pravdepodobnosti umrtia su sumerné

okolo stredu, t. j. hodnoty g,. So zvySujucim sa vekom x sa vahy zmenSuju.
Wittsteinova metdda graduacie je vo vacsine pripadov aplikovatelna na vsetky veky.

Tabulka ¢. 4: Graduované hodnoty q, (W)

Vek qx s Vek qx "y

65 0,011785| 0,0115972 83 0,043274| 0,045777
66 0,010292| 0,0123236 84 0,052453| 0,0472449
67 0,011346| 0,0133594 85 0,048296| 0,0478489
68 0,014469| 0,0147962 86 0,039217]| 0,0483406
69 0,017066| 0,0164222 87 0,052499| 0,0500447
70 0,018296| 0,0182146 88 0,055958| 0,0516375
71 0,019608| 0,0201125 89 0,049497] 0,0527982
72 0,022973] 0,0220992 90 0,051711] 0,0532576
73 0,022989| 0,0239259 91 0,062942| 0,052692
74 0,025902| 0,0258573 92 0,055451| 0,0499127
75 0,027443| 0,0277517 93 0,057838| 0,0456575
76 0,031145| 0,0298654 94 0,029011| 0,0399444
77 0,030601| 0,032104 95 0,029501| 0,0342437
78 0,034126| 0,034684 96 0,031322] 0,0290676
79 0,033814| 0,0371844 97 0,021508] 0,0239034
80 0,042072| 0,0401138 98 0,02327| 0,0192366
81 0,045803| 0,0427071 99 0,008833| 0,0150217
82 0,046764| 0,0444506 100 0,020407]| 0,0112606

Zdroj: viastné spracovanie

Obrazok €. 2 nasledne prezentuje skutocné a graduované hodnoty pomocou
Wittsteinovej metddy graduacie (bodkovana Cervena Ciara).

Obrazok €. 2: Graduované hodnoty (pravdepodobnost’ umrtia)

Zdroj: viastné spracovanie
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Je zrejmé, ze pravdepodobnosti umrtia su spolahlivé asi do veku 80 rokov,
pretoze pocCet zomretych sa zacne prudko zmensSovat vplyvom rastucej umrtnosti.
Vykyvy v rastucej tendencii (pozri tabulku €. 4) pravdepodobnosti umrtia vo vy$Sich
vekoch mozno dalej eliminovat extrapolaciou hodnét (Gompertzovou-
Makehamovou formulou). Tu, ako uz bolo spomenuté, pre rozsiahlost teoretického
aparatu v prispevku neuvadzame (pozn. tuto metdédu nie je mozné pouzit na cely
vekovy interval). Nasledne maju graduované hodnoty pravdepodobnosti umrtia
v sledovanom intervale (86+) rastuci trend (pozri tabulku €. 5).

Tabulka ¢. 5: Graduované hodnoty q,, (GM)

Vek qx q"x Vek qx q"x

86 0,039217 0,02553 94 0,029011 0,04117
87 0,052499 0,02716 95 0,029501 0,04360
88 0,055958 0,02888 96 0,031322 0,04615
89 0,049497 0,03068 97 0,021508 0,04884
90 0,051711 0,03257 98 0,023270 0,05166
91 0,062942 0,03456 99 0,008833 0,05462
92 0,055451 0,03666 100 0,020407 0,05773
93 0,057838 0,03886

Zdroj: vlastné spracovanie

Posledna analyza, ktorou sa vtomto ¢lanku zaoberame, suvisi s testovanim
presnosti graduovanych hodnét. Skumame teda, Ci je v naSom pripade pocet
zomretych D,, t. j. poCet poistnych udalosti, v kazdej vekovej skupine blizky
oCakavanému poctu, ktory sme vypocitali na zaklade graduacie. Vzhladom na to, ze
najznamejsi chi-kvadrat test nemozno pri tejto analyze povazovat za dostatoCne
presny, ukazeme si dalSie testy presnosti graduovanych hodnét pre spominanu
Wittsteinovu 9-bodovu metodu.

Pri dostato¢ne velkom pocte pozorovanych o0s6b na zaklade Moivreovej-
Laplaceovej centralnej limitnej vety sa D, riadia priblizne normalnym rozdelenim, pri
ktorom pre strednu hodnotu a disperziu ndhodnej premennej D, plati:

E(Dy) = Exqx, D(Dy) = ExDxqx-
Potom nahodna premenna Z, ~ N(0; 1)

Dx_ExQx

Ly = ———,
x v Exﬁx(l_ﬁx)

kde §, je graduovana hodnota, g, a E, je doba expozicie, ktora zohrava délezitu
ulohu pri odhade g, a ur€ime ju ako

n
Ey = Z(ti - 5i),
im1

pricom kazdy jedinec patri do poistného kmena od veku x +s; dox +t;; 0 <s; <t; <
1.
Plati, ze

A Dy

qx =

Ex+Yie(1-t;)
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Tabulka €. 6 zobrazuje vypocCet premennej Z, pre Wittsteinovu metddu a vek 65+.
Tato premenna je vychodiskova pre vacsinu testov graduovanych hodnét (podla
tabulky €. 1), z ktorych si blizSie vysvetlime znamienkovy test.

Znamienkovy test odhali nedostatky graduacie pri velkom pocte kladnych alebo
zapornych odchylok. Ktorakofvek hodnota odchylky Z, by mala byt kladna alebo

zaporna s pravdepodobnostou % Celkovy pocet kladnych odchylok ma binomické
rozdelenie, ozna¢me nahodnu premennu ako Z;, teda

Z}~Bi(n;0,5),
kde n je pocet vSetkych vekovych skupin.
Hypotézy formulujeme takto:

H,: graduacia je na hladine vyznamnosti « prijatefna,
H;: graduacia nie je na hladine vyznamnosti « prijatelna.

Nulovou hypotézou zistujeme, €i nenastava velky pocet kladnych alebo zapornych
hodnét s pravdepodobnostou 95 %. Zamietame ju, ak celkovy pocet kladnych
odchylok prekro€i kriticki oblast, ktora je wuréena kritickymi hodnotami

2,5 % a 97,5-percentnym kvantilom binomického rozdelenia s parametrami n; p = %

V nasom pripade nech « = 0,05, n = 36, potom kritické hodnoty oznaCime k4, k,
(na vypocet vyuzijeme funkciu BINOM.INV)

a testovaciu charakteristiku vypocCitame z tabulky €. 6 s vyuzitim funkcie COUNTIF
ako Z; = 21.

Tabulka ¢. 6: Testovanie presnosti graduovanych hodnét (znamienkovy test)

Vex 9 a*s O, = gty [Dy -t E) [N ghs £ -(1-g%) Ly
65 0011785 0011557 | 11681 975932 38| 1135741 25, 258555 33,50477514| 0753875
G5 0,010252] 0,012324 04| 29384 54| 3521254 -58,1258237 18,81207739] -3,07 3667
a7 0,011345] 0,013358 258| 2251048| 3020817 -&4 0616737 17,25343857| -2,562312
63 0,014455] 0014795 303| 2078501 3075552 -4 B82S 17,£0827147| -0,264198
G5 0,017055] 0,015422 350 203331 333815 15,085033 18,12267452| 06375464
70 0,018258) 0,018215 333| 18034,08 328484 45155588 17,85830881| 0,251471
71 0,015808| 0,020112 328| 16482 53| 3311023 -5, 1023435 18,01230287| -0,28327
72 0,022573| 0,0220559 357| 17081458 377 4885 15,5134821 15,21313048| 1015533
73 0,022585] 0,023926 414| 17800, 74| 4258583 -11,888288 20,38892533| -0,683566
[ 0,025802] 0025857 424| 1623283 4157367 G, 2632757 20,2208573| 0308743
3 0,027443] 0027752 383 137638 381,872 1,0275584 15,27100458| 0053344
[l 0,0311453] 0,025855 3801 1137777 338,802 20, 1978785 18,1598368758| 1,112445
77 0,030801| 0,032104 2596| 9524 153 3057847 -5, 7848578 17,2031518%| -0,667611
73 0,034128| 0034534 274 7881 18| 2738574 0,302635 15,254387159| 0018515
75 0,033814) 0,037134 220| 8385813 2378168 =17 8157872 15123187788 1177434
&l 0,0£2072] 0,040114 228| 5257 822| 2108155 15,0845435 14, 22888217 1,080152
&1 0,045803] 0042707 208 4436,3598| 1894558 18,5341572 13,88752528| 1,376214
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dokoncéenie

ek qx 1 0, E. gh.-E. | D. -9 -E.) | Vg™ B, -(1-g".) Z,

22 0045764 0 044451 185 35485 31 175,418 13,5835925 12,84878205 1,045822
23 0,043274] 0045777 158| 3571 545| 165345947 -5, 4547414 12459041377 -0,439917
2d 0,052453] 0,047245 177 3285167 1552073 21, 7928584 1218038523 1,792108
85 00482595 0,047245 126 254535 1217542 4 2058365 10, 78877172 0,3%0555
25 00358217 0,043341 T&| 19458538 9424511 -1624510837 9,&70641474| -1,715735
a7 0,0524595 0,050045 82 1705992 853782 582379931 §,0057521597| 0,735508
22 0055858 0,051638 83| 1441 343( 74 42785 8, 57235058 8, 401451871 ] 1,020342
25 0,045457] 00527592 81| 1201 6545 63 44454 -2, 4446418 7, 752083844| -0,315352
i) 0,051711] 0,053258 S4( 1017024 54 18427 -0,18427178 T,180978471| -0,02204
91 0,082942 0,052652 82 553 898| 5025225 11, 74770855 §,899553879| 1,702887
52 0,055451] 0,0£5513 52 911 ,5225( 45459853 5,50345708 5,57452387| 05859177
53 0057835 0,045558 52| 872, 7988| 3984583 12,15017341 §,185877343| 1,970231
G4 0,025011( 0,035544 25| 8451823 33,5201 -2,92011254 5, 708552034 -1,563124
G5 0,029501] 0,034244 25| 834 2741 2853918 -3,585916224 5,254537475| -0,68306
45 0031322 0,025062 28 817 0208 237482 225120445 4 201924199 0 ,488813
o7 0,021508] 0,023503 16 7358707 1758578 -1,58978188 4 143588537 -0,383672
G2 0,02327] 0,019237 15[ 837 0814( 1225528 2 74474457 3,4858915932) 0,7918598
55 0008833 0,015022 S| SB3 53483 2485232 -3,485232348 2887ET1T0Z] -1,200051
100 0020407 0,011281 10( 4850141 5,45155 4 535445555 232380078 1553025

Zdroj: vliastné spracovanie

Nulovl hypotézu na hladine o nezamietame (12 < 21 < 24) a mézeme tvrdit, Ze
nenastava velky pocCet kladnych alebo zapornych odchylok. ZavereCny vyrok po
testovani graduovanych hodnét uvedenymi zvySnymi tromi testami (test zmeny
znamienok, test kumulovanych odchylok, Stevensonov test) je totozny. Nasledne
mbdzeme tabulku €. 3 prepocitat uz s graduovanymi hodnotami pravdepodobnosti
umrtia q,.

5. ZAVER

V prvej Casti prispevku sme prezentovali zakladné pojmy suvisiace s modelovanim
umrtnosti v aktuarskej praxi. Druha Cast’ oboznamuje s databazou udajov, ktora sa
vyuzije pri praktickej analyze — vyuzili sme udaje z praxe, ktoré su dostupné z NBS.
V praktickej Casti sme postupne a nazorne vykonali kon$trukciu uplnej umrtnostne;j
tabulky. Graficky prezentujeme vyvoj nevyrovnanych hodnét pravdepodobnosti
umrtia. Za najvhodnejSiu metédu graduacie pre celd umrtnostnu tabulku mozno
povazovat Wittsteinovu 9-bodoviu metddu. Presnost graduacie pravdepodobnosti
umrtia sme nasledne testovali znamienkovym testom. Test preukazal dostato¢nu
presnost graduacie. VSetky rieSenia a tvorbu umrtnostnych tabuliek sme vykonali
s vyuzitim funkcionality softvéru MS Excel.

PredlZzovanie ludského Zivota spdsobuje, Zze v ramci populacie sa zvySuju pocty
ludi, ktori su aj vo vyS$Som veku schopni vykonavat pracovnu c&innost, ale tiez
naklady na ich zdravotnu starostlivost. Ekonomické désledky populacného starnutia
su preto podnetom na SirSie analyzy. Vyznam aktuarstva bude narastat najma
v suvislosti s vypocCtami poistného a dbéchodkov pre spominané skupiny [udi
a relevantnostou platnych umrtnostnych tabuliek, ktoré poistovne pouzivaju ako
zavazne.
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RESUME

Teoreticka Cast struCne a prehladne vytyCuje nosné teoretické oblasti pre
analyzovanie umrtnosti, konstrukciu a graduaciu umrtnostnych tabuliek. V praktickej
aplikacii uvadzame vztahy aj konkrétne vypocty ukazovatelov, ktoré su sucastou
podrobnej Umrtnostnej tabulky. Graficky prezentujeme vyvoj hrubych aj
graduovanych hodnét pravdepodobnosti umrtia. Tuto oblast uzatvarame testovanim
presnosti graduovanych hodnét na zaklade prislusnych testov. Pri vSetkych
vypoctoch vyuzivame softvér MS Excel. Metodiku tejto analyzy mozZno vyuZit na
priblizenie Casti aktuarskej funkcie v oblasti demografickych analyz.

RESUME

The theoretical part briefly and clearly sets out the fundamental theoretical scope for
analysing mortality, construction and graduation of mortality tables. The practical
application contains relationships and calculations as well for indicators which are
part of a detailed mortality table. The development of non-graduated and graduated
values of mortality probability is graphically presented. This field is closed by the
accuracy of the graduated values based on relevant tests. The methodology for this
analysis can be used to briefly introduce the actuarial function of demographic
analysis.
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